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Capitulo 1

Introducao

Introducao



Capitulo 2

Sequéncias e Sistemas

Primeiramente vamos definir o que é um sinal e um sistema. Intuitivamente,
um sistema é o elemento que recebe e produz sinais, e sinais sao simplesmente
seqiiéncias de nimeros que guardam alguma relacao entre si.

Definicdo de SINAL: E uma funcio que “carrega” informacdes sobre o
estado ou comportamento do SISTEMA.

Definicao de SISTEMA: Conjunto de elementos interconectados que
relacionam-se entre si.

Os sistemas podem ser classificados em:

e CONTINUOS: entrada e saida sdo CONTINUOS no tempo.
e DISCRETOS: entrada e saida sdo DISCRETOS no tempo.
Também podem ser classificados em:

e ANALOGICOS: entrada e saida sao ANALOGICOS.

e DIGITAIS: entrada e saida sdo DIGITAIS.

Qual a diferenca entre DISCRETOS e DiciTals? A diferenca estd na
forma pelo qual as amostras (varidvel dependente) sao consideradas.



Varidvel dependente
°
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Figura 2.1: Exemplo de sinal continuo, e sequéncias discreta e digital

e Sinal CONTINUO: continuo no TEMPO e na AMPLITUDE.
e sequéncia DISCRETA: continua na AMPLITUDE e discreta no TEMPO.

e sequéncia DIGITAL: discreta na AMPLITUDE e no TEMPO.

Os sistemas sao classificados de maneira andloga aos sinais/sequéncias.

2.1 Sequéncias discretas

Matematicamente, uma sequéncia discreta corresponde a uma conjunto de

nimeros, independente do dominio a qual cada nimero pertence. Também

podemos relacionar sequéncia discreta com uma série de niimeros.
Representamos uma sequéncia x por:

x = {z[n]}, Vn|n € Z, ou

(2.1)
—oo<n<+oo

I[ Exemplo: ]I




1
xo—{1,3,3,\/§,7,...}

1 ={...,-3,4,-3,4,-3,4,...}
vy = {4,834 V2j,v2 - 3j,0}

\ J

Segue a representacao grafica das sequéncias. E importante frisar que
entre dois instantes ny e no, quaisquer, nao existe definicio matematica para
a sequeéncia.

(4]

x[0]
2r x[2] 1
x[-3] «(3]

[el 111717

-3 n n n n n

Figura 2.2: Representacdo grafica de uma sequéncia discreta qualquer

Lembre-se sempre:

n é o indice da sequéncia = NAO E TEMPO.
n é o um valor inteiro.
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Nao existe NADA entre
-2F duas amostras sucessivas -
de seqiiéncia.

3 . . . . .
4 -2 0 2 4 6

Figura 2.3: Verificacdo de inexisténcia de amostras entre amostras sucessivas

Em situacoes praticas, as sequéncias sao obtidas a partir de sinais anal6-
gicos que s80 AMOSTRADOS em intervalos fixos de tempo (chamados periodos
de T segundos).

Assim temos:

yln] = za(nT) (2.2)

onde x, é o sinal analégico e T' é o periodo de AMOSTRAGEM.
Note que usamos [-] para sequéncias e () para sinais ou fungdes continuas.
2.2 Sequéncias e operagoes basicas

Descreveremos nesta secdo as principais sequéncias usadas em processa-
mento digital de sinais, bem como as operacoes basicas realizadas entre
diferentes sequéncias.

2.2.1 Reflexao

Assumindo x[n] qualquer, o seu “reflexo” é definido:

x[n] = x[—n], Vn|n € Z (2.3)



Representacao grafica:

xin]
o
r
o

Figura 2.4: sequéncia original Figura 2.5: sequéncia refletida

Imagine a musica de um LP ou de uma fita cassete sendo reproduzido de
tras para frente.

2.2.2 Deslocamento (em avango ou atraso)

Assumindo z[n]| qualquer, sua versdao atrasada é definido por:

y[n] = z[n — ngl, ng €7Z

24
Vn|n € Z (2.4)

Representacao grafica:

25 25

Zis $15

Figura 2.6: sequéncia original  Figura 2.7: sequéncia deslocada

Este é a sequéncia que pode ser usado para representar eco. O eco é um som
semelhante ao som original que aparece alguns segundos apds a emissdo do
som original. Este “alguns” segundos representam o deslocamento (atraso)
no tempo.

Se ng > 0, ocorre o atraso, e se ng < 0, ocorre o avango, ambos no TEMPO
discreto. E sempre importante lembrar que o tempo discreto é na verdade



um indice numérico (inteiro) que referencia uma determinada amostra da
sequéncia.
2.2.3 Soma e produto de duas sequéncias

Assumindo z[n] e y[n| quaisquer, a soma e o produto dessas sequéncias é
definida, respectivamente, por:

s[n] = z[n] + y[n], Vn|n € Z (2.5)
s[n| = z[n] - y[n], Vn|n € Z

Note que as operagoes soma e produto sdo feitas AMOSTRA A AMOSTRA.

2.2.4 Produto de valor por sequéncia

Assumindo z[n] e «, quaisquer, o produto de « pela sequéncia é definida
por:
y[n] = a - z[n] (2.7)

Note que TODAS as amostras da sequéncia sao multiplicadas por a.

2.2.5 Sequéncias par e impar
Assumindo z[n] qualquer, é dito que z[n] é par se, e somente se:

z[n] = x[—n] (2.8)

e {mpar se, e somente se:
z[n] = —x[—n)] (2.9)

Representagao grafica:

Figura 2.8: sequéncia par Figura 2.9: sequéncia impar



Propriedade:

Assuma x[n] qualquer, com z[n] € C. Podemos decompor qualquer sequén-
cia em uma parte par e outra parte impar através da relagio:

x[n] = Tpar [n] + Zimpar [n]
rpuel] = 5 {aln] + " [-]} (2.10)

ximpar[n] = %{x[n] - x*[—n]}

Exemplo:

Figura 2.11:
sequéncia

\

Porgoes par e impar, respectivamente, de uma dada

7

Lembrete: Em fungbes continuas, a funcdo PAR é definida por
f(z) = f(—x) e a fungao IMPAR é definida por f(x) = —f(—x).



f(x)=2% e f(z)=-cos(z) sdo funcdes PARES
f(z)=2> e f(z)=sin(z) sdo funcdes IMPARES
2.2.6 Sequéncia impulso unitario
A sequéncia impulso unitario é definida por:

w={1 170

(2.11)

A sequéncia impulso unitario tem funcao andloga no dominio discreto
aquela que o Delta de Dirac tem para o dominio continuo, sem as mesmas

restricbes matematicas.

Definicao do delta de Dirac:

Representacao grafica:

x[n]

0.5F

Figura 2.12: sequéncia impulso unitario

(2.12)
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Propriedades:

Podemos decompor qualquer sequéncia em um somatério ponderada de
sequéncias impulsos unitarios deslocados no tempo

r )
Exemplo:

Seja
z[n] = {3,2,0,5,2,3,3}

indexado por
n={-2,—-1,0,1,2,3,4},
entao
zn] =30n+2]+26n+1]+06[n]+5dn—1]+
+20n—2]+30[n—3]+2d0n—4].

\ 7

Genericamente podemos definir a decomposi¢do de uma sequéncia x[n]
qualquer através do seguinte somatério:

—+00

x[n] = Z x[k] 6[n — k] (2.13)
k=—o00
Esta decomposicao serd tutil quando tratarmos de resposta ao impulso
de um dado sistema.
2.2.7 Sequéncia degrau unitario
A sequéncia degrau unitario é definida por:

1 >0
wp] =4 "= (2.14)
0, n<0

A sequéncia degrau é equivalente a uma chave que é subitamente ligada
no instante n = 0.
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Representacao grafica:

x[n]

0.5F

Figura 2.13: sequéncia impulso unitario

Como ja sabemos, podemos definir qualquer sequéncia usando uma soma-
téria ponderada de sequéncias impulsos deslocados no tempo. Assim, a
sequéncia impulso é descrito por:

uln] = 0[n] + 6[n — 1] +0[n — 2] + - -

+00
u[n] = z d[n — k| (2.15)
k=0

Se considerarmos

uln] —u[n — 1] =4d[n|+d[n—1]+dn—2] +---
—dn—-1]—-0n—-2]—---
= d[n] (2.16)

Ou seja, a “derivada” (diferenca a trés) de u[n] (degrau unitério) é d[n]
(impulso unitario).

Mas,
uln] = Z O[k] (2.17)

k=—oc0
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e D
Exemplo:
u[=2] = -+ (-4 +0[=3] +6[-2] =0
ul0] = -+ 6[=3] + 6[=2] + 6[-1] + 4[0] =
uf3] =---+6[=1] +6[0] + 6[1] + 6[2] + 5[3]
Ou seja, u[n| é a soma acumulada de impulsos em n
2.2.8 Sequéncia exponencial
Possue a forma:
z[n]=A-a" (2.18)

Se A, o € R entdo z[n] € R.

Representagao grafica:

Figura

G R R S - S - T

4 -2 0 2 4 6 -4

o
~
N
£y

IR ;?ETTTI

2.14: sequéncias exponenciais monotonicamente decrescentes e cres-

centes (z[n] = 0,5" e z[n| = 1,5")

Figura
xz[n] =

b b A b o v & o
o
5]
)
o n  a
to
Lo
L o
L 4

2.15: sequéncia decrescente e crescente alternada (z[n] = (—0,5)" e

(=1,5)")
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18

16

: A1
: ey

04

Xin)

0.2

Figura 2.16: sequéncia continua ou alternada (z[n] = 1" e z[n| = (—1)")

E o que acontece se A e a forem complexos? Decompondo A e o em coor-

denadas polares, temos: A
A=|A| &

o = |a| e/*

Entao ‘

z[n] = A-a" = |A||af" e(wonte)
Da relacdo de Euler, temos:
70

!’ =cosf + j sinf

_io (2.19)

e 7 =cos —j sinf

Aplicando tal relagdo, reescrevemos x[n] e obtemos:
x[n] = Al |a|" cos(won + ¢) + j Al |a|* sin(won + ¢)

onde:
wo — freqiiéncia da exponencial complexa

¢ — fase da exponencial complexa

Propriedades importantes:

Se tivermos um sinal continuo x(t) de onde extraimos x[n| (posteriormente
trataremos de teoria da amostragem onde serd determinada a melhor ma-
neira de definir uma sequéncia a partir de um sinal continuo).

2(t) = |Al af" cos(wot + @) + j|Al|a|" sin(wot + ¢)
Assim, para qualquer sinal exponencial complexo continuo , temos:

1. aumentando wg, aumentamos a freqiiéncia de oscilagdo de x(t).

2. z(t) é periddico para todo wy.
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Para sinais discretos temos podemos verificar o efeito do aumento da
freqiiéncia complexa em 27 radianos:

o] = [Ala]" (02t
_ |A‘ ‘a‘nejwonJr(b ej27rn

= 4] faf" e/

pois '
eI?™ = cos(2mn) + jsin(2n) =140 =1
Genericamente,
efn] = |A] o] st

_ |A| |a|n ejwon—l—qﬁ 6j27rrn

= 4] fa]" et
para r € Z.

e N
Exemplo:

Considere a funcao continua z(t) = cos(wgt) e sua “versdao” discreta
z[n] = cos(won). Ambas serdo representadas graficamente com diversas
freqiéncias wy para avaliarmos seu comportamento oscilatério.

—o x[n] —9 xn
)

x[n] e x(t)
Xl e x(t)

net net

Figura 2.17: sequéncias e fungdes continuas exponenciais reais para
wop=0ewy=m/4
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—o x[n] —o x[n]
x(t) ()

xinl e x(t)
xinl e x(t)

05 st ||/ \ 1 \ | V|

-1

Figura 2.18: sequéncias e fungdes continuas exponenciais reais para
wo=m/2ewy ="

15 = 15 —

() ()
B A AT S A AT AN NN N AT
LA RA LA AR AN
:\HH HN\HH’ ‘;\‘/

|
5
&
T =g
S
&
D M—
S —
I
&vg‘
T

Figura 2.19: sequéncias e fungdes continuas exponenciais reais para
wo = 37/2 e wy = Tr/4

Figura 2.20: sequéncia e fun¢ao continua exponenciais reais para wg =
2

7

\

Analisando o comportamento da sequéncia discreta em funcdo da
freqiiéncia wg (conforme fizemos para o sinal continuo), observamos que
quando wg — 27r, a sequéncia discreta possui baixa freqiiéncia de oscila-
cdo, e quando wy — 7r, a sequéncia discreta possui com alta freqiiéncia de
oscila¢do (curva em azul). Note que na funcdo continua, o aumento de wy
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sempre provoca aumento da oscilagdo (curva em vermelho).

Pelo fato de que a cada periodo de 27 radianos encontramos uma repeti-
¢do do padrao da curva discreta contida no periodo [0, 27|, podemos avaliar
a oscilacdo da curva apenas nesse intervalo, extrapolando os valores fora
deste intervalo.

Quanto a periodicidade, sabemos que um sinal exponencial complexo
continuo tem periodo igual a 27/f. Em sinais discretos, trabalhamos com
instantes n inteiros (n € Z), definimos que uma sequéncia discreto é perié-
dico se:

z[n] = x[n + N]|

ou seja, existe uma quantidade N (N € Z) de amostras da sequéncia
x[n] que se repete indefinidamente. Assim N é o periodo da sequéncia x[n].

Considerando uma sequéncia exponencial complexa qualquer:

x1[n] = Bcos(won + ¢)
E aplicando o critério de periodicidade de sequéncias discretas, temos:

x1[n] = x1[n + N]
B cos(won + ¢) = B cos(won + woN + ¢)

Como ja vimos, a periodicidade de um sinais exponencial complexo é
igual a 27. Assim, exige-se que woN = 27rr, ou seja:
wo r
2t N
Logo, dependendo da freqiiéncia wqy escolhida para a componente expo-
nencial complexo da sequéncia discreta z[n], este pode nunca ser periédica.
Isto significa que existem:

r=001,--- N—1

freqiiéncias cujas sequéncias sdo periddicas com periodo N, pois wgy e
wp + 27r sdo nao-distintas e produzem as mesmas sequéncias exponenciais
complexas.

Exemplo:
Seja:
il = con ()
x[n] =cos | =n
6
Como
7r wp w6 1 r
wy = — = — = — = — —_

6 2r 2r 12 N
Entao sdo necessarias N = 12 amostras para representar r = 1
ciclos completos de z[n].




x[n]

Figura 2.21: sequéncias discreta periédica com N =12er =1

Seja:
[n] os(4ﬂn>
z[n] = cos [ —
7
Como
_dm_wo _An/T_2 1
wo =7 or 2 7 N

Entdo sao necessarias N = 7 amostras para representar r = 2 ciclos
completos de z[n].

x[n]

Figura 2.22: sequéncias discreta periédica com N =7 er =2
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Seja:

Como
1 wo 1 r

2 21 47 N
Entao r/N ¢ Q e z[n| ndo é periddico.

x[n]
o

Figura 2.23: sequéncias discreta aperiodica
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7

Podemos considerar que o periodo fundamental de uma sequéncia expo-

nencial complexa é definida por:

2
N=+

Wo

2.3 Sistemas discretos

Definido matematicamente como a transformacao (ou mapeamento) de uma

sequéncia de entrada z[n| em uma sequéncia de saida y[n].

yln] = T {x[n]}

(2.20)

[ Exemplo:

]

Sistema em atraso ideal

y[n] = z[n — ngl, ng €7Z
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Sistema média movel

1 Mz
nl=—-—— xn—k
y[n] M1+M2+1k§—:M1 [ ]

Sistema sem meméria (depende apenas da n-ésima amostra)

yln| = (x[n])2 , Vnln € Z

\ 7

2.3.1 Sistemas lineares

Sao sistemas que obedecem ao PRINCIPIO DE SUPERPOSIGAO. Tal principio
é baseado em outros dois principios, a saber:

e Principio da aditividade (ou soma): Seja z1[n] e z2[n] duas sequéncias
quaisquer, com y;[n] = T {z1[n]} e y1[n] = T {x2[n]}. Logo,

T {z1[n] + w2[n]} = T {a1[n]} + T {z2[n]} = y1[n] + ya[n]

e Principio da homogeneidade (ou escala): Seja x[n] uma sequéncia qual-
quer, com y[n] = T {z[n]|} e a um valor qualquer, tal que a € C. Logo,

T{a-zn]} = a-T{z[n]} = a-yn]

Combinando os dois principios, temos:

T{a-z1[n]+b-z2n]} =a-T{x1[n]}+
b-T{zs[n]} = a-yi[n] +b- y2[n]

O principio da superposicdo, que define um sistema linear, pode ser
generalizado para multiplas sequéncias de entrada zx[n] e de saida yi[n]
através de:

z[n] = Zak -x[n] = y[n] = Zak Yk[n] (2.21)
k k

(" )
Exemplo:

Seja o sistema acumulador definido por:

k=—o0

Efetivamente somamos todas as amostras até a amostra atual n.
Para testar se ele é ou nao linear, consideramos duas respostas ao acu-




mulador definidas por:

n

wn) = Y xi[k]

k=—oc0
ya[n] = > aalk]
k=—o00

Vamos considerar agora uma nova entrada pela combinagio linear
das entradas z1[n] e z2[n], definida por:

x3[n] = ax1[n] + bxaln]

Entao,

n

ys[n] = Y wsln] =

k=—o00
= Zn: {az1[n] + bz2[n]} =
k=—oc0
:a{ Z xl[n]} —l—B{ Z xQ[n]} =
k=—00 k=—00
= ayp[n] + byz[n]

Logo o sistema acumulador é linear.

Agora, seja um sistema sem meméria definido por:

Assim, as saidas para duas sequéncias quaisquer, x1[n] e xa[n| séo,
respectivamente, definidas por:

]

n
y2[n]

[n]}*
[n]}*

Novamente vamos considerar agora uma nova entrada pela combi-
nacao linear das entradas z1[n] e za[n], definida por:

{z1
{21

x3[n] = axq[n] + bzaln]

20
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Entao,
ysn] = {e[n]}* = {aa1[n] + baa[n]}* =
=a? {xl[n]}Q + 2 abxyi[n] z2[n] + b? {xQ[n]}z =
= a® y1[n] + 2 a b x1[n] z2[n] + b* y2[n]

Logo, este sistema sem meméria nao é linear, pois espera-se que:

ys[n] = a y1[n] + b ya[n]

Finalmente, seja um sistema sem memoria definido por:

yln] = logo(|z[n])

Usando como entrada duas sequéncias distintas (e constantes), ou
seja:

xin] =1

x2[n] =10
Obtemos:

y1[n] =0

yaln] =1

Se tal sistema fosse linear, sendo x2[n] = 10-x;[n], deveriamos obter
y2[n] = 10 - y1[n], pela propriedade da homogeneidade. Como isso nao
ocorreu, tal sistema nao é linear.

\

2.3.2 Sistemas invariantes no tempo

E o sistema para o qual um deslocamento na sequéncia de entrada em ny
amostras provoca um deslocamento equivalente na sequéncia de saida de ng
amostras. Ou seja:

Se xi[n] = xg[n — no)

Entao Y1 [n] = T{:L‘[n]} = yO[n _ nOL Vn|n c7 (222)

r )
Exemplo:

Seja o sistema acumulador definido por:

k=—o0

Assumindo uma sequéncia de entrada zo[n| = z[n—nyg|, parang € Z,
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temos:

k=—00
= Z x[k — ng
k=—o00

Trocando varidveis (kg = k — ng) e atualizando os intervalos do
somatério (para k = oo temos kg = oo — ng = 00, e para k = n temos
ko = n — ng), obtemos:

n—ng

yoln) = > x[ko]

ko=—o00

= yln — n
Logo, o sistema acumulador é invariante no tempo.
Agora, seja o sistema acumulador definido por:
yln] = x[M - n], m € 77,

Tal sistema basicamente descarta M — 1 amostras a cada M amos-
tras da sequéncia de entrada. Para uma entrada xo[n| tal que:
xo[n] = z[n — ng)

Obtemos com resposta do sistema a sequéncia yo[n] tal que:
yoln] = zo[M - n] = x[M - n — no]

Entretanto, se atrasarmos a saida do sistema em ngy amostras, ob-

temos:
y[n —no] = =[M - (n —no)] # yo[n]

Logo, o sistema compressor nao é invariante no tempo.

\.

2.3.3 Causalidade

Um sistema é dito CAUSAL se sua saida para um instante ng, Vnglng € Z,
depende somente as amostras n, tal que n < ng, da sequéncia de entrada.
Tal sistema também é conhecido por ser ndo antecipativo.

Um sistema causal é um sistema que pode ser implementado em pro-
blemas de tempo real, pois o cdlculo da amostra no instante ny jamais
dependera de alguma informagao da(s) sequéncia(s) de entrada em algum
instante n; > ng.
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Exemplo:

O sistema diferenga a frente (forward difference), definido por:
y[nl = xln + 1] — z[n]
nao é causal, pois depende de informagao de z[n] no instante n+1.
Ja o sistema diferenga a tras (backward difference), definido por:
yln] = xln] — z[n —1]
é causal.
Para o sistema compressor, definido por:
yln] = x[M - n]

nao é causal se M > 1. Note que a causalidade, neste caso, é
condicional a algum pardmetro do sistema (no caso, M).

\

2.3.4 Estabilidade

Um sistema é dito ESTAVEL se para qualquer sequéncia de entrada “limitada”
(ou seja, nenhuma amostra é infinita), a sequéncia de saida também serd
“limitada”. E o conceito chamado BIBO (bounded in, bounded out).

Se |z[n]| < By < o0

i (2.23)
Entao |y[n]| < By, < oo, Vn|n € Z

onde y[n] = T {z[n]}, e B, e By sao limites superiores diferentes de oo.

(~ )
Exemplo:

Seja o sistema definido por:

Assumindo uma sequéncia qualquer xq[n] tal que |zg[n]| < By, < 00
e aplicando o critério de estabilidade, temos:

lyolnll = [{zo[n]}*| = lwoln]* = B2, = By,

Logo este sistema é estavel.
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Seja o sistema definido por:

y[n] = logyo(|z[n])

Usando a sequéncia de entrada xg[n] = 0, que é “limitada”, pois
2oln]] < Byy = 0. Mas yoln] = logyq(lzon]]) = logio(0) = oc. Tsto
implica em By, £ oo.

Logo este sistema nao é estavel.

Seja o sistema acumulador definido por:

k=—o0

Usando a sequéncia de entrada xo[n| = u[n], que é “limitada”, pois
|zo[n]| < Bz, = 1. Assim,

(n] = 0, n#0
vorn = (n+1), n>0

Assim, para n — oo, temos yp[n] = 0o e By, £ co. Logo o sistema
acumulador ndo é estavel.

\ 7

2.3.5 Sistemas lineares invariantes no tempo

A idéia basica é lembrar que um sistema linear implica no conhecimento
de que qualquer sequéncia é a combinagdo linear de impulsos deslocados no
tempo (conforme a Equagao 2.13), ou seja:

—+00

x[n] = Z x[k] 6[n — k]

k=—o0

Admitindo um sistema linear 7' {-} qualquer e calculando a resposta desse
sistema para a sequéncia de entrada x[n], temos:

+oo
y[ﬂ]ZT{ﬂﬁ[n]}zT{ > wlk] 5[n—k]}

k=—o00

Pelo principio da sobreposi¢io (considerando que x[k] é uma constante
em relacdo a varidvel n), temos:

—+00

yln] = > a[k] T{s[n — K]}

k=—00
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Podemos definir hg[n] = T {6[n — k|} como a resposta do sistema T {-}
ao impulso deslocado d[n — k|. Assim, reescrevemos y[n] por:

+oo

ylnl = Y k] hy[n]

k=—o0

Note que hi[n] DEPENDE de n e de k. Ou seja, a resposta do sistema
depende do deslocamento adotado para cada sinal impulso.
Assumindo agora que T {-} é invariante no tempo, ou seja:

h[n] =T {4[n]}
hin — k) = T {8[n — K]}
Entao,
+o0
ylnl = Y alk] T{s[n — k]} =
k=—00
+o00
= Z x[k] h[n — k]
k=—o00

Isto significa que um sistema LINEAR e INVARIANTE NO TEMPO é com-
pletamente representado por sua RESPOSTA AO IMPULSO h[n], ou seja:

“+o0o
yln] = Z x[k] hn — k] (2.24)

k=—0o0

é a CONVOLUGAO SOMA entre duas sequéncias, podendo ser representada
por:
y[n] = x[n] * hln] (2.25)

Lembrete:

A convolugdo para funcoes continuas é definida por:

—+00

y(t) = / 2(r) h(t — 7) dr

—00

Exemplo:

Neste exemplo, consideramos duas sequéncias distintas, x[n] e h[n], que
serao convoluidas através do procedimento de calculo apresentado ante-
riormente. Para cada iteragdo de k na convolugao soma, uma sequéncia
yr[n] serd produzida. Ao final, todas essas sequéncias yi[n] serdo so-
madas para que obtenhamos y[n].
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y,ln)
- o ©
0
o0
yin]
:

- o
o
—o
—o
L o

Figura 2.25: sequéncias parciais yi[n] e y[n]

\. J

Pelo exemplo, notamos que a convolucdo soma é resultado direto da
linearidade e da invaridncia no tempo, pois o resultado final é a sobreposi¢ao
de diversos termos z[k] h[n — k]. Para tornar eficiente este cdlculo, podemos
calcular o resultado para cada y[n] refletindo a sequéncia h[n] e a deslocando
de acordo com o indice n de tempo.

e )
Exemplo:

Neste exemplo, a sequéncia hln| serd refletida (h[—n]) e deslocada
(h[—(n — k)]) para que possamos obter o valor de y[h] para cada n
distinto. Isso evita que tenhamos de obter varias sequéncias antes de
calcular tal amostra, como ocorre no exemplo anterior.
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sum, x[K] h{-1-K]
°
a5 -

] = sum, x[K] h{0-k]

yI=1]
'

s

o

|
yi0] =

hi2—k]

Y111 = sum, x[K] h1-K]

—1
12] = sum, x[k]

sum, x[K] hi3-k]

—o
sum, x[K] hl4-K]

yi3l =

Jee—
yi4l=

Figura 2.26: Procedimento de célculo de y[n]| para instantes n distintos
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7

Finalmente, podemos obter y[h] através de um método inteiramente ana-
litico. Tal método é dependente do modo como representamos matematica-
mente x[n] e h[n]. Muitas vezes nio é possivel obter uma representacao dita
fechada de y[h], pois é possivel que ndo exista uma expressao algébrica para
o somatério envolvido na convolucdo soma.

7~

Exemplo:

Seja uma sequéncia x[n] e uma resposta linear invariante no tempo h[n]

descritos por:

O<axl
L,
0,

auln],

u[n] —uln — N =

0<n<N,

caso contrario

NeZ




\.

Observamos primeiramente que y[n] = 0 para n < 0.
Para o intervalo 0 < n < N — 1, temos que:

z[k] - hjn — k] = ¥
Logo:

yln] = Xn: a*
k=0

Mas, pela férmula do somatério de uma P.G. (progressio geomé-
trica) com razao a, temos que:

N2 CLNl _ aNQ-i-l
d dk = : ., No>DNy (2.26)
k=N1 —a
Assim,
1— anJrl
yln] = 1_a
Para o intervalo n > N — 1, temos que:
z[k] - h[n — k] = ¥
Ou seja,
n —N+1 1 N
y[n] = Z ak = a” ;r —a™ = q" Nt (11_ a >
k=n—N+1 —a —a
Assim,
0, n <0
y[n] = 1_1“::1, 0<n<N-1

N
an—N+L (%), n>N-1
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2.3.6 Propriedades de sistemas lineares invariantes no tempo

Considerando que a resposta ao impulso COMPLETAMENTE caracteriza um
sistema linear invariante no tempo, podemos obter uma série de propriedades
envolvendo convolucgdo entre varios destes sistema com sinais.

Propriedade comutativa

A propriedade comutativa indica que a convolucdo de uma sequéncia de
entrada em relacdo a um sistema linear e invariante no tempo ¢é igual a
convolugao desse sistema pelo sinal de entrada. Isto significa que na im-
plementacdo, podemos refletir e deslocar uma das sequéncias sobre a outra,
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independente de quem sejam (sequéncia ou sistema).

Seja
y[n] = x[n] * hln]
Logo
+00
x[n] * hin] = Z z[k] - h[n — k] =
k=—o00
+0o0
= Z x[n —m] - h[m] = h[n] x x[n]

que ¢é obtido por troca de varidveis (m =n — k).
Isso implica em:

x[n] * h[n] = h[n] * z[n]

Propriedade distributiva em relacao a soma

Na propriedade distributiva, a sequéncia convoluida sobre a soma de dois sis-
temas é exatamente igual a soma do resultado da convolugao dessa sequéncia
por cada dos sistemas individualmente. Ou seja:

x[n] * (h1[n] + ha[n]) = x[n] * hi[n] + x[n] * haln]

Propriedade de cascateamento

O cascateamento é aplicado quando aplicamos uma sequéncia de entrada
em um sistema, e o resultado dessa convolugao ¢ aplicado sobre um segundo
sistema. Considerando que os sistemas sao lineares e invariantes no tempo,
podemos convoluir ambos os sistemas e obter um sistema que reflete a ope-
racao desses dois sistemas.

Isso significa que podemos aplicar a sequéncia de entrada sobre o resul-
tado da convolugao desses dois sistemas em cascata. Ou seja:

Reescrevendo, temos:
y[n] = y1r[n] * ha[n] = (x[n] « hy[n]) * ho[n]

Propriedade de paralelismo

A propriedade de paralelismo permite que dois sistemas que estejam em
paralelo sejam somados para produzir um sistema linear invariante no tempo
equivalente. O paralelismo se d& porque podemos aplicar a convolugao de
uma sequéncia de entrada em paralelo a dois sistemas distintos e somar o
seu resultado.
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Isso é equivalente a somar ambos os sistemas e aplicar a convolucdo da
sequéncia de entrada sobre o sistema resultante. Ou seja:

x[n] * (hi[n] + ha[n]) = z[n] * h1[n] + z[n] * he[n]

Estabilidade

Como vimos anteriormente, pelo critério BIBO, se a sequéncia de entrada é
limitada, a sequéncia de saida também deve ser limitada para que o sistema
seja considerado estavel. Matematicamente isso significa que:

+o0o
ylnll = | > hlk] zn — k]
k=—oc0
+0o0
> |k x[n — k)|
k=—o00
+0o0
< 3 Jh[E]] Jzln — H]

k=—oc0

IN

conforme a inequagao de Cauchy-Schwarz, onde:
|@-b| < |a)|b] (2.27)

Assumindo que a sequéncia de entrada é limitada, ou seja:

|z[n]] < By < o0, Vn|n € Z
Isso implica que:
+oo
ly[n]| < B > |h[K]|
k=—00

Assim, para que a sequéncia de saida também seja limitada, é necessario

e suficiente que:
+oo

> |h[K]| < By < o0 (2.28)

k=—00

Para que um sistema linear e invariante no tempo seja limitado, pois:
ly[n]| < By B, < By < 00

Assim, para que um sistema linear e invariante no tempo seja estavel, a
soma de todas as amostras da sequéncia que define sua resposta ao impulso
(h[n]) deve ser absolutamente somével.
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Causalidade

Sabemos que um sistema qualquer é causal se y[ng], para ng qualquer, de-
pende somente de amostras x[n] para n < ng.
Pela defini¢do, em um sistema linear e invariante no tempo temos:

+o00

yln] = ) a[k] hin — K]

k=—00

Como y[n] deve depender apenas de x[k] para —oco < k < n, podemos
alterar o intervalo da convoluc¢do soma para:

n

yln] = Y a[k] hin — K]

k=—0o0
Esse somatério ndo depende dos valores de h[n — k] para k > n. Isso
implica matematicamente em termos de:
hin — k| =0, kE>n
n—k<O0
him] =0, m <0 (2.29)
Ou seja, para que um sistema linear e invariante no tempo seja causal,

sua resposta ao impulso deve ser nula (h[n] = 0) para todo n < 0, indepen-
dente das caracteristicas das sequéncias de entrada.

r )
Exemplos de sistemas:

Seguem alguns exemplos de sistemas (ja apresentados anteriormente),
que sdo lineares e invariantes no tempo, e dessa forma, podem ser re-

presentados completamente pela suas respectivas respostas ao impulso
h[n].

Atrasador ideal — h[n] = d[n — ny], ng € Z
Média mével — h[n] = m Z]kwj_ s, O — K]
Acumulador — hln] = 3320 §[k] = u[n]
Diferenga a frente — h[n| = §[n + 1] — d[n]

Diferenca a trds — h[n| = d[n] — d[n — 1]

Considerando a propriedade de cascateamento de sistemas lineares
e invariantes no tempo, podemos construir outros sistemas a partir de
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sistemas mais basicos, como:

hin] = diferenga a frente * atraso ideal de 1 amostra

= (0[n + 1] — d[n]) * d[n — 1]

=d[n] — d[n — 1]

= diferenca a tras
Com esse mesmo argumento, temos:

hin] = acumulador * diferenca a tras

u[n] * ([n] = 6[n —1])
= u[n] —u[n — 1]
o[n]

= impulso

Como o resultado é um sistema impulso, definimos que o sistema
acumulador é um SISTEMA INVERSO do sistema diferenca a tras, e vice-
versa.

\ 7

2.3.7 Equacgoes de diferencas lineares com coeficientes cons-
tantes

No dominio das varidveis continuas, tinhamos que um sistema qualquer po-
deria ser descrito pela sua equagao diferencial. Assumindo que tal equagéo
fosse linear e com coeficientes constantes, tinhamos que:

$5 g o) _ Sy dia )
kT k
= dt = dt

onde aj, e b), sdo coeficientes constantes.

Analogamente (sem qualquer relagido com a equagao diferencial apresen-
tada) podemos definir no dominio discreto uma equacdo dita equagao de
diferencas linear com coeficientes constantes para representar um sistema
discreto. Ou seja:

N M
Z agy[n — k| = Z brx[n — k| (2.30)
k=0 k=0

onde a e by sdo coeficientes constantes.

A importancia das equagoes de diferengas lineares com coeficientes cons-
tantes é que qualquer sistema pode ser representado a partir de ponderagoes
de amostras atrasadas das saidas y[n| e entradas z[n| de um dado sistema.
Algumas vezes tal representacdo pode usar menor quantidade de memoria de
um dispositivo eletronico na sua implementacdo do que uma representagao
usando a resposta ao impulso h[n].
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7~

Exemplos de sistemas:

Um sistema acumulador pode ser escrito por:

ou

Isso implica em:

n—1
yln] = zln] + > a[k]

k=—00

= a[n] +y[n —1]

Logo, outra forma de representar um sistema acumulador é:

yln] —yln — 1] = z[n]

Assim, um sistema acumulador implicaem N =1,a9 =1, a1 = —1,
M =0 e by = 1 quando nos referenciamos a Equacao 2.30.
Um sistema média mével (assumindo que seja causal, ou seja, M =

0) é descrito por:
1 &

Zx[n— k]

k=0

MM=A®+1

Note que quando comparamos essa equacao com a Equagao 2.30,
percebemos que o sistema média moével implica em N = 0, ag = 1,
M:Mgebk:ﬁparaOSkSMz.

Sua resposta ao impulso pode ser reescrita tem termos de sequéncias
degraus u[n], ou seja:

1

= 57 (] =l — Mz~ 1)

hin]

ou, em termos de convolugao, por:

atenuador

amostra - atrasador integrador
1 ~ =
hln] = V1 (0[n] —d[n — My —1]) % uln]

hi[n]
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Sabemos da propriedade de cascateamento que podemos alterar a
ordem das sequéncias de entrada e dos sistemas sem alterar o resultado
final. Assim, assumindo uma sequéncia x[n] que alimenta o sistema
hi[n], obtemos:

y1[n] = ha[n] = z[n]
B 1
o M2 +1

(x[n] —2[n — Mz — 1))

Mas sabemos qual é a equacao a diferencas lineares com coeficientes
constantes de um sistema acumulador (h[n| = u[n]). Assim, temos:

ylnl —yln — 1] = 21[n]

Entdo, uma outra equacdo a diferencas lineares com coeficientes
constantes para um sistema média mdvel causal é:

1
vln] = yln = 1] = 57— (@ln] = aln — Mz ~ 1)
Agora, em comparagdao com a Equacao 2.30, temos N =1, ag = 1,
ap = —1, M = My — 1, by = ﬁ, brr,—1 = ﬁebk = 0 para
1<k < My—2.

Os exemplos mostram que um mesmo sistema pode assumir diferentes
equacoes de diferencas lineares com coeficientes constantes; a escolha é to-
talmente dependente da aplicacdo.

Para obter a solugdo TOTAL das equagbes de diferencas lineares com
coeficientes constantes devemos considerar a suas solugdes PARTICULAR, E
HOMOGENEA, de modo andlogo ao usado em equacoes diferenciais lineares
com coeficientes constantes, ou seja:

y[n] = yp[n] + yn[n] (2.31)

onde yp[n] e yp[n] sdo, respectivamente, as solucoes particular e homogénea
da Equacao 2.30.

A solugdo homogénea corresponde a resposta do sistema as suas condi-
¢Oes iniciais assumindo que a entrada x[n| = 0. A solugdo particular cor-
responde & resposta do sistema & entrada x[n] assumindo que as condigoes
iniciais do problema sdo nulas.

A solucdo homogénea é obtida entdo através de:

N
> arynln — k] =0
k=0

N
a
ynln] + > Lynln — k] =
k=1 @0
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Assumindo que a solucao é da forma:

yp[n] = 2"

Entao:
N ay i
2"+ — "=

N
LN (zN + Z akzN_k> =0

k=1 %0
ou

2N (zN g ANy BNy O aN) =0
ao ao ao ao
O polinémio entre parénteses possui ordem N e é chamado de POLINOMIO
CARACTERISTICO. Sempre possuird N raizes (reais ou complexas). Com
isso, a solugdo homogénea da Equacao 2.30 para o caso de raizes distintas
z (ou seja, zx # 21, Vk|k #1) é

N
ynln] =Y Apzp (2.32)
k=1

onde Aj sdo coeficientes definidos com base nas condigoes iniciais do pro-
blema.

Caso alguma raiz z; tenha multiplicidade m (repita-se m vezes) e as
demais N —m raizes sejam distintas, entdo a solucdo homogénea da Equagao
2.30 é:

N
yn[n| = (A1 +Aon+ ...+ Amnm_l) z + Z Agzy; (2.33)
k=m+1

Como yp[n] possui N coeficientes Ay, precisamos de N condigoes inici-
ais para sua determinacdo. Isso é feito a partir do conhecimento de que
y[n] = yn[n] + yp[n] = By, é conhecido para instantes n especificos. Ou seja,
precisamos encontrar y[n].

E importante verificar se a sequéncia resultante é absolutamente conver-
gente (estavel). Isso implica em definir para quais instante n a solucgao é
valida. A forma de avaliar isso é através da andlise das raizes. Se |zi| < 1,
entdo n > 0, e se |z;x| > 1, entdo n < 0. Posteriormente serdo feitas conside-
ragoes sobre esse fato quando tratarmos de transformada Z no capitulo 5.

A determinacdo da solugdo particular y,[n] depende do formato de z[n].
Geralmente recorremos a tabelas (como a tabela 2.1) para determinagao do
formato da solucao y,[n] em fungdo do formato de z[n].

Note que na tabela 2.1, aparecem novas constantes (C; e C) a serem de-
terminadas. Estas constantes sdo determinadas substituindo y,[n] na equa-
¢ao de diferencas lineares com coeficientes constantes. Isso produzird uma
equacao em termos de Cp e (.



x[n] Ypln]
C Cq
Cn Cin+ Cs
Ca™ Cla"
C cos(nwp) C1 cos(nwp) + Ca sen(nwp)
C'sen(nwo) C cos(nwy) + Cq sen(nwy)
Ca' cos(nwp) | Cra™ cos(nwp) + Caa™ sen(nwp)
Cén| 0 (zero)

Tabela 2.1: Solugao particular y,[n] para diversas entradas z[n]

Resolugao por indugao matematica:

Uma das formas de obter a solucdo de uma equagao de diferencas line-
ares com coeficientes constantes é por induc¢do matemaética.
Seja:
y[n] = ay[n — 1] + z[n]

cujas condigoes de excitacao e inicial sdo:

z[n] = Kd[n], KeR

y[0] =ay[-1]+1 =aC+ K
y[l] =ayl0]+0 =a’C +aK
y[2] =ay[l]4+0 =a’C +d’K
y[3] =ay[2]+0 =a'C + K

yln] =ayln—14+0 =a""C+a"K

Reescrevendo a equagao de diferengas para andlise de y[n]| para n <

0 temos:
yln —1] = a™ (y[n] - z[n])

yln] = a™! (yln+ 1] = an+ 1))

Logo, para n < 0, temos:

y[-2] =a"1(y[-1]+0) =a1C
y[-3] =a"1(y[-2/+0) =a">C

y[—4] =a"1(y[-3]+0) =a3C

y[n] = ;L_l (yiln+1]+0) = ;L”+1C




sistema.
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Ou seja, a solugao para a equacao de diferencas lineares com coefi-
cientes constantes, obtida por inferéncia matematica, é:

y[n] = a" 1 C + Ka"uln], Vn|n € Z

Note que com K = 0, temos z[n] = 0 mas y[n] = a"*C. Isto
significa que o sistema apresentado NAO E LINEAR, pois todo o sistema
linear produz y[n| = 0 para x[n] = 0.

Se deslocarmos a entrada x[n] em ngy amostras, tal que:

z1[n] = z[n — ng] = Kd[n — ng)

obtemos
y1[n] = a" o + Ka" ™u[n — ng|

que NAO E CAUSAL.
Logo, as condigoOes iniciais do sistema afetam as propriedades do

J

Se as condigoes iniciais forem tais que o sistema esteja em DESCANSO,

entdo o sistema é LINEAR, INVARIANTE NO TEMPO e CAUSAL.

7

Resolugao por solugoes homogénea e particular:

Considere agora um sistema tal que:
y[n] — 0,25 y[n — 2] = z[n]

cujas condigoes de excitacao e inicial sdo:

y[=1]=1
y[=2]=0

Primeiramente determinamos o polindomio caracteristico para cal-
cular suas raizes. Ou seja:

22-025=0

Suas raizes sdo z1 = —0,5 e zo0 = 0,5. Como elas sao distintas, a
solucdo homogénea para esse sistema é:

yn[n] = A1(0,5)" + Az(—0,5)", n>0




38

Note que essa equagao é valida apenas para n > 0 porque as raizes
|zi;| < 1. Isso se deve a manutengdo de convergéncia (estabilidade) da
sequéncia y[n].

A solugao particular depende do formato de z[n]. Pela tabela 2.1,
verificamos que:

ypln] = C1

Substituindo y,[n] na equagao de diferengas do problema, obtemos:

Ci—-025C =1
1

01:1—0,25:

4
3

Assim, a solucao total para esse problema é:

y[n] = g + A1(0,5)" + A2(—0,5)", n>0
Para determinar os coeficientes A; e Ay, usamos as condi¢oes ini-
ciais. Considerando que a solugéo total é valida para n > 0, devemos
obter condigoes auxiliares. No caso y[0] e y[1] sdo definidos pela solugao
total e pela equacao de diferencas do sistema. Assim, podemos obter
um sistema de equacgoes lineares em funcao dos coeficientes A1 e As:

4
yl0] =025 y[-2] + 0] =1 = + A1 + A
4
y[1] =025 y[-1] + 2l = 1= 5 + 41(0,5)" + As(-0,5)"
Logo, Ay = —% e Ay = %. A solucao total para esse problema é:

yln] =

ol i

1
(0’5)n + 6(_075)na n > 0

N | =

7

Note que a exposicao sobre equacoes de diferencas lineares com coefi-
cientes constantes é bastante simplificada. Dada a analogia com equagoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes, podemos buscar informa-
¢ao nesse campo da matematica para obter as solugoes para as equagoes de
diferencas.



Capitulo 3

Sequéncias no Dominio da
Freqiiéncia

Até aqui analisamos qual o comportamento de uma sequéncia ou um sis-
tema em relagdo as suas propriedades temporais (causalidade, estabilidade,
invaridncia no tempo). Nesse momento usaremos uma ferramenta matema-
tica para avaliar qual o comportamento das sequéncias em relacdo as suas
componentes espectrais (ou de freqiiéncia).

Anéalogo as Séries de Fourier e Transformada de Fourier usadas para
analise espectral de func¢bes continuas, construiremos uma expressao que
permite decompor sequéncias em componentes espectrais e vice-versa.

3.1 Preliminares

Relembrando, a SERIE DE FOURIER é decompor uma fungao continua em
componentes de freqliéncia (sendides e cossenéides) e vice-versa. Rigoro-
samente falando, dada uma funcao f(¢) tal que f : R — C seja continua,
diferencidvel, PERIODICA (com perfodo T' = t5 — t1) e com energia finita, ou
seja:

/t2 FOP dt < 400
t

1

Entao, tal fun¢do pode ser decomposta em uma série de senos (ou cos-
senos) da forma:

+o0

ft) = %ao + Z [an, cos (Qpt) + by sen (2y,t)]

n=1

39



40

onde:
2mn L . U - .
Q, = —p — n-ésima freqiiéncia harmonica de f(¢) (em radianos)
2 [*
an =7 f(t) cos(Qyt) dt — n-ésimo coeficiente par
t1
2 [
by, = T f(t) sen (Q,t) dt — n-ésimo coeficiente impar
t1

ou, em termos de varidaveis complexas, para simplificar a expresséo:

+o0 ]
[ =Y cadd™
n=—0oo

onde:
1

to
Cn = — f(t) e 3ty
T Ji,

Note que os coeficientes a,, b, e ¢, podem ser entendidos como sequén-
cias, pois s6 existem para n € Z. Logo, podemos entender que a SERIE DE
FOURIER (ou INTEGRAL DE FOURIER) decompde FUNGOES CONTINUAS em
SEQUENCIAS, e vice-versa.

Para lidar com func¢oes nao periédicas, usamos a Transformada de Fou-
rier, cuja derivacdo implica em T" — 4o00. Matematicamente significa que
dada uma funcao f(t) tal que f : R — C seja continua e diferenciavel, seu
par Transformada de Fourier é:

+oo )
P(Q) = \/12? /_ F(t) ey

U | (3.1)
) = —— / F(Q) 1%
V21 oo

Note que o par TRANSFORMADA DE FOURIER decompdem FUNCOES

CONTINUAS, no dominio do tempo, em FUNGOES CONTINUAS, no dominio

da freqiiéncia (e vice-versa), pois intuitivamente sdo necessarias infinitas

componentes espectrais para representar uma funcao temporal nao perié-
dica.

3.2 Autofuncao

Definidas as transformagoes de fungoes continuas para o dominio espectral,
vamos definir uma propriedade importante que serve como base para a de-
finicdo das transformagoes de sequéncias para o dominio espectral.

Quando excitamos um sistema discreto linear com um sequéncia de en-
trada senoidal, a sequéncia de saida serd senoidal, COM A MESMA FREQUEN-
CIA da sequéncia de entrada.
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Assim, um sistema linear altera apenas a MAGNITUDE e a FASE da sequén-
cia senoidal, mas nunca sua freqiiéncia. Tal propriedade é chamada de AU-
TOFUNCAO.

Assuma a seguinte sequéncia exponencial complexa para uma tUnica
freqiiéncia w (esta freqiiéncia nao tem relagdo com a freqiiéncia continua
Q) da secdo anterior, onde tratamos de fungdes continuas no dominio do
tempo):

x[n] = 2¥m, ne€ZwelR

Note que a freqiiéncia w é dita FREQUENCIA NORMALIZADA e é expressa
em RADIANOS. E uma grandeza diferente da que estamos acostumados na
vida prética (dada em Hz). Posteriormente relacionaremos tais freqiiéncias
quando falarmos de teoria da amostragem no capitulo 4.

Considere h[n] como sendo a resposta ao impulso de um sistema linear
e invariante no tempo. A saida y[n] desse sistema quando convoluido com a
sequéncia z[n], obtida por convolugéo, é:

+oo
in)= 30 hlk]

k=—o00

+oo
= ¥ Z h[k] e~k
k=—o00

H(em)
Ou seja:
y[n] = H(e™)e"

+oo
He) = 3 hlk] e " (3.2)

k=—o00

Note que €™ ¢é a autofuncao do sistema, pois ao excitarmos o sistema
h[n] com uma sequéncia formada a partir dessa fungdo, podemos isola-la
na sequéncia de saida. Assim, o termo H(e/’) é o autovalor associado a
autofuncio. E importante salientar que H(e™) é uma FUNGAO CONTINUA
em w.

Matematicamente, a autofungado de um operador linear A (no caso, h[n])
qualquer definido em algum espago de fungoes (conjunto de fungoes de um
dado tipo, que mapeia um conjunto X e um conjunto Y, sendo X e Y
quaisquer) é qualquer func¢do f, ndo nula, do espad de fungoes, que ao ser
aplicada ao operador A retorna INTACTA, multiplicada por um fator de escala
denominado autovalor.

Como H (e?) é complexo, esse pode ser decomposto em termos de com-
ponentes real e complexa (representagio cartesiana) ou em componentes de
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magnitude e fase (representagdo polar), ou seja:

H(e®) = R{H (™)} + jS{H (™))
— [H(e®)] &) (3.4)

(~ )
Exemplo:

Considere o sistema em atraso ideal descrito pela seguinte equagao de
diferencas lineares e invariante no tempo:

y[n] = x[n — ngl, ng €%
Sua resposta ao impulso é:
hin] = d[n — ng]
Assumindo um sinal senoidal em uma freqiiéncia w qualquer tal que:
x[n] = "
Entéao, a saida desse sistema sera:

yln] = etw(n—na) _ o—jwng . ggwn
N
autovalor autofuncao

Assim, a resposta em freqiiéncia de um sistema do tipo atraso ideal
(que é definido pelo seu autovalor) é:

H(e™) = e

Decompondo em componentes cartesianas e polares (levando em
conta a relacdo de Euler dada pela equagéo 2.19), temos:

H(e™) = cos(wng) — jsen(wng)
=1 ¢ Jwna

Como a magnitude desse sistema é constante (|H(e)| = 1) em
toda a faixa de freqiiéncia normalizada, e como a fase é proporcional
ao seu atraso (ZH(e™) = —wny), esse sistema é a0 mesmo tempo um
atrasador ideal e um deslocador de fase (phase shift, em inglés), pois
sua funcdo restringe-se a deslocar uma dada frequéncia w em —wny
graus (em radiano).
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Considere agora a seguinte sequéncia, que é uma cossendide:

z[n] = Acos(won + ¢)

_ A o, A =g —yion

onde A(€ C), woy e ¢ independem de n.

Convoluindo tal sequéncia com um sistema h[n], que é linear e in-
variante no tempo (para facilitar considere que x[n] é a soma de suas
sequéncias em termos de /™) temos:

A A .
y[n] = 3 [H(ejwo)emejwon + H(e—on)e—Jqﬁe—onn}
onde H(e?) é definido pela equagao 3.2.
Se h[n] é real (h[n] € R), entdo H(e 7°) = H*(e’) (tal demons-
tragdo serd vista posteriormente). Assim:

A A A
y[n] = 5 [H(ejw)ewejwon + H*(eJWO)e—me—onn]
_A [|H(ej“’0)| efeiberon 4| F(e20)| 6fj96*j¢efywon}
pois usamos a representagao polar de H(e?0) e § = LH (e?0).
Finalmente, empregando a relagao de Euler, temos:

y[n] = A|H(e™°)| cos(won + 0 + @)

Assim, quando excitamos um sistema linear e invariante no tempo
h[n] qualquer com uma sequéncia senoidal (ou cossenoidal) qualquer,
obtemos a mesma sequéncia com suas componentes em freqiiéncia al-
teradas em magnitude e em fase.

Este sera um resultado importante, e que corrobora a propriedade
de autofuncao descrita anteriormente.

\ 7

Para avaliar o comportamento da freqiiéncia w (que é dada em radianos),
calcularemos o valor da resposta em freqiiéncia caso adicionassemos 27 graus
a ela. Assim:

H( w+27r Z h J(w+2m)k

k=—o00

Mas como e/?2™% = 1, Vn|n € Z, entéo:

H( w+27r Z h 7_]&)]? (ejw)

k=—o00
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ou, de maneira mais geral:
H(eXWH2m™)y = [ () (3.5)

Isso significa que a resposta em freqiiéncia H (e?) é PERIODICA, com pe-
riodo igual a 27, sendo que os seus valores sdo indistinguiveis para freqiién-
cias w e w + 2.

" N
Resposta em freqiiéncia para sistema de média mével

Considere um sistema de média mével descrito por:

1

_ ) T My =n <M,

hin]
0, c.c.

Calculando a resposta em freqiiéncia conforme a equagao 3.2, obte-
mos:

1 My
H(e) = —Jwn
) =1 2 ©
nf—Ml

Como o somatério envolve uma sequéncia geométrica cuja razao é
e % podemos aplicar a equagao 2.26 para obter sua soma, ou seja:

1 e]le _ efjw(Mngl)
H(e™) =
My + My +1 1—ew
1 ej‘”(%) _ efjw(%) _Jw(M2_M1+1)
= e 2
M1+M2+1 1—ew
1 e”‘”(%) _ efjw(%) _JW(MQ_Ml)
= e 2
My + My +1 e(3) — g=1(3)
_ 1 Sen@;%) e_]w(MQQMl)
M+ My +1 sen(%)

Para melhor avaliar sua resposta em freqiiéncia, decompomos
H(e’*) em sua representagdo polar e obtemos os seguintes graficos:
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Figura 3.1: Resposta em freqiiéncia de sistemas média mével (magni-

tude e fase)

Note particularmente que a magnitude da resposta em freqiiéncia é
nula exatamente quando a freqiiéncia normalizada w é igual a m
Nesse mesmo ponto ocorre uma “quebra” no dngulo da resposta em
freqiiéncia. Essa quebra é na realidade fruto da funcéo arctan que é
indefinida para magnitudes nulas.

Para obter a curva correta da fase, é necessario “desdobrar” (un-
wrap) a curva obtida através de arctan somando-se (ou subtraindo-se)
pi radianos dos segmentos particionados. Fazendo isso, verificaremos
que a fase de um sistema de média mével é linear.

7

Notamos em nossas andlises sobre a sequéncia exponencial complexa
x[n] = ™ que seu intervalo para n extende-se de —oo até +oco. Entretanto,
situacdes praticas exigem que o mesmo seja aplicado repentinamente em um
instante especifico ng (geralmente ng = 0), e assim, tenha amostras x[n] = 0

para instantes anteriores a ng.
Assim, vamos considerar agora a seguinte sequéncia que representa uma

entrada exponencial complexa aplicada repentinamente, e analisar os efeitos
dessa excitagao subita:
z[n] = 7" uln]
Convoluindo tal sequéncia com um sistema cuja resposta ao impulso é

h[n] temos:

+oo
yn] = > hlk] 7R uln — k]
k=—00

Como u[n — k] =0 paran — k < 0 (ou n < k), entdo o somatério pode

ser reavaliado como:
n

dln = 32 bl 20

k=—oc0

Assumindo que o sistema h[n] seja causal (o que implica em uma saida
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causal em fungdo da entrada também ser causal), temos:

n
(Z hlk] e_]“’k> e n>0
k=0

0, n <0

yln] =

Se analisarmos a saida y[n] apenas para n > 0, reescrevemos y[n| como:

400 400
yln] = (Z hK] e—ﬂwk> I I ) e R
k=0

k=n+1
+oo
— H(ejw)e]wn _ Z h[k‘] e—ka eJwn
k=n+1
= Yestacionario [n] + Ytransiente [n]

Note que foi possivel, por manipulagao algébrica, extrair duas compo-
nentes da sequéncia de saida y[n]|: a componente estacionaria Yestacionsrio||,
que é numericamente igual ao comportamento que o sistema produziria caso
uma entrada exponencial complexa de duragdo infinita fosse empregada.

Cabe entdo analisar o comportamento da componente transiente
Ytransiente[12]. Usando o critério de estabilidade (equagao 2.23) e as inequagoes
de Cauchy-Schwarz (equagao 2.27) aplicados a tal componente, obtemos:

+oo
‘ytransiente[n” = Z h[k.] e]w(nfk)
k=n-+1
+oo

< D |h[K]

k=n+1

Note que o comportamento desse transiente depende exclusivamente do
comportamento do somatério absoluto (ou estabilidade) de h[n] (lembrando
que assumiu-se que o mesmo é causal).

Caso h[n] tenha durac@o finita M + 1 (ou seja, h[n] = 0 para n ¢
{0 < n < M}), isso implica em Yiransiente[] = 0 para n + 1 > M ou para
n > M — 1. Logo:

Y[n] = Yestacionario[n] = H (e™)e™™, n>M-—1

Note que y[n|, a partir do instante M (inclusive), exibe comportamento
estaciondrio indicando que a partir desse instante todos os efeitos transitorios
provocados pelo degrau de excitagdo sdo eliminados. A figura 3.2 evidencia
esse fato justamente quando, na convolugdo, h[n] sobrepde unicamente as
amostras de z[n].
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T T
——© amostras faltantes
3r —=© amostras repentinas ||
— h[n-K]

$ ol ol
|

Figura 3.2: Exemplo de passo de convolucao de sistema de duracio finita
hin] com sequéncia z[n] = R{e"™ u[n]}

Caso h[n] tenha duracdo infinita, podemos reescrever a equagao de esta-
bilidade da componente transitoria como:

—+00

+o0
|ytransiente[n]| < Z |h[k” < Z ’h[k”
k=n+1 k=0

Note que acrescentamos as amostras h[k] para 0 < k < n para dentro
do somatério de modo a obter exatamente o critério de estabilidade desse
sistema linear e invariante no tempo (equacdo 2.28), que é causal como
admitimos anteriormente. Neste caso,

y[n] — Yestacionario [n] € h[n] — O; n — 400

Ou seja, caso o sistema h[n| seja estavel (condigao suficiente), os efeitos
do transitorio se dissipam a medida que avancamos o indice n. Isso fica
evidente na figura 3.3, na qual percebemos que os efeitos do transitério
quando parte de h[n] convolui-se com as amostras “faltantes” de e/™ que
existiram caso nao ocorre o chaveamento abrupto de u[n].
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T T
——© amostras faltantes
—=© amostras repentinas ||
— h[n-K]

autll g
i

Figura 3.3: Exemplo de passo de convolucao de sistema de duracao infinita
hin] com sequéncia z[n] = R{e"™ u[n]}

Um resultado interessante, que deriva da analise de estabilidade de um
sistema linear e invariante no tempo, é:

+o0o
[H(e™)| = | > hlk] e**
k=—00
+oo
> |nlk] e*ﬂwk‘
k=—00
+o00

< Y |nlk]|

k=—0o0

IN

Sabendo que para um sistema linear e invariante no tempo ser estavel
exige-se que a inequagao 2.23 seja vélida, logo a estabilidade de um sistema
garante a existéncia de H(e/) (propriedade de autofungao), pois:

+o00
|H(e™)| < Y |h[k]| < +oo = 3H(e) (3.6)

k=—o00

que é a mesma condicdo para que os efeitos transitérios produzidos por
um sistema de resposta impulso com duracio infinita se dissipem quando
n — +00.

Este resultado sera extremamente ttil para caracterizar a existéncia da
transformada de Fourier discreta no tempo, na secdo 3.3.
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3.3 Transformada de Fourier Discreta no Tempo

Até agora apresentamos H (e’) como sendo o autovalor obtida a partir da
convolucao entre a resposta ao impulso de um sistema linear e invariante no
tempo h[n] com uma sequéncia de entrada z[n] do tipo exponencial complexa
para uma UNICA freqiiencia w. Nesse caso, definimos que esse autovalor é
equivalente a resposta em freqiiéncia do sistema.

No inicio deste capitulo, relembramos a Integral de Fourier que decompoe
uma funcdo continua em uma série contendo as componentes complexas
(sendides e cossendides) que descrevem espectralmente tal fungdo continua.

Definimos a representacdo de Fourier de uma sequéncia z[n], ou par
TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA NO TEMPO as seguintes equagdes:

+00
FTDT{-’E[TL]} = X(ejw) = Z x[n] e—jum
| . weR (37
FTpp{X(e*)} =aln] = o— [ X(e*) " dw

A primeira equacao é denominada Transformada de Fourier Discreta no
Tempo (ou, simplesmente, DTFT), enquanto a segunda equagdo é deno-
minada Transformada INVERSA de Fourier Discreta no tempo (ou, simples-
mente, IDTFT).

Demonstragio. Demonstragao da reversibilidade entre z[n] e X (™).
Considere a DTFT da sequéncia z[m] como sendo:

+o0o
X(eM) = Z x[m] e ™M

m=—0oQ

Também considere que a IDTFT de X (e™) seja:

I
Z[n] = — X (&) ™ dw
27 J_,
Queremos provar que z[n] = Z[n|. Para isso, substituimos X (e’*) na

equacao que define Z[n], ou seja:

1 +r  +oo
j'[n] = 277/ Z x[m] e—Iwm gwn g,

—T m=-—o00

Assumindo que:
+oo

Z xz[m| e "M < oo

m=—0oQ
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que ¢ a condicao da série ser absolutamente somével, garantindo a existéncia
integral. im, por manipulaca ébri m ue:
da integral. Assim, por ma lagao algébrica, temos que

400 1 —+m

#[n] = _Z z[m) <27T /_Tr pIw(m—n) dw)
m=—00

Mas, a integral definida pode ser resolvida, e seu resultado é:

1, m=n

1T etmemy g, Sen(m(n —m)) _
0, m#n

21 ) _x w(n—m)
Tal resultado corresponde exatamente a sequéncia d[n — m|. Assim:
+o0o

Z[n] = Z x[m]d[n — m] = x[n]

m=—00
O]

Se compararmos essas expressoes com aquelas da Transformada de Fou-
rier (equacao 3.1) notamos que X (e/*) é periédico (conforme a equacao 3.5,
tem periodo igual a 27), e desta forma, a integral da equacdo 3.7 ocorrem
em qualquer trecho de comprimento 27 (convenciona-se usar os intervalos 0
e 2w, ou —7 e +7, nessa integral).

3.3.1 Existéncia da DTFT

Precisamos agora definir para que classe de sequéncias a DTFT existe. Ana-
logamente & andlise da existéncia da autofungao, temos:

|X ()] < o0, Vw e R

Pela definigdo da DTFT para uma determinada sequéncia x[n], temos:

400
X (™) =] > wln] e
+o00
< x[n]| |e7 7"
_n;ml ]| | - |
+00
< Z |z[n]] < oo
ou seja:
“+oo
| X ()| < o0 = Z |z[n]] < oo (3.8)

n=—0oo
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Isso significa que a condigao suficiente para existéncia de X (e/*) é que a
sequéncia seja absolutamente somavel. Consequentemente a sequéncia (ou
série) convergird assintoticamente para qualquer valor de w. Se tratarmos de
sistemas, a resposta ao impulso de um sistema linear e invariante no tempo
deve ser estével (ver equacao 2.28), o que implica na sequéncia que descreve
tal resposta ao impulso ser absolutamente somével. Logo a resposta em
freqiiéncia do sistema existe, e é obtida pela DTFT.

DTFT de exponencial aplicada repentinamente:

Seja x[n] uma sequéncia exponencial aplicada repentinamente e definida
por:

2ln] = a" ufn),
A DTFT dessa sequéncia é:
—+o00 +oo —+o00
X(e™) = Z a" uln] e " = Z ae I = Z (ae_]‘”)n
n=—00 n=0 n=0

Este resultado é uma soma de termos de uma série em progressao
geométrica com razao (ae 7). Tal soma existe se, e somente se:

lae™| <1 ou |a| <1

Logo, usando a equacao 2.26 para obter o somatério da progressao
geométrica, temos:
1
X)) = —F7—=
() 1 — (ae=w)
Pela condicao de existéncia da DTF'T, temos que:

+o0o +oo 1
> la" <3 Jal" =
n=0 n=0

—— < 400, selal <1
lal

Note que as condicbes para existéncia da DTFT para uma dada
sequéncia (sequéncia absolutamente somével) concorda com as condi-
¢Oes para obtencdo do somatério da progressao geométrica que leva a
uma forma fechada para X (e™). Entretanto, do ponto de vista estri-
tamente matemaéatico, devemos sempre verificar se a sequéncia é abso-
lutamente soméavel antes de obter sua DTFT.

Existem sequéncias que ndo sdo absolutamente soméaveis mas que sdo
quadraticamente somédveis, ou seja:

“+oo
> Jz[n]]? . Vnln € Z

n=—oo
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Para obter sua DTFT precisamos relaxar os requisitos de convergéncia
assintdtica (pois elas ndo sdo absolutamente soméveis). Para fazer isso,
construiremos uma aproximacao com convergéncia média quadratica. Se
FTpr{z[n]} é definida por:

+o0

X(e™) = Z xn] eI

n=—oo
Entao, sua versao aproximada (em fungdo de um pardmetro M) é:

+M

Xy () = Z x[n] e™ "
n=—M

Logo, a aproximagao média quadrética (em funcao de M) é tal que:

+m
lim | X (e”) — Xpr(e)|? dw = 0 (3.9)
M—+oo J_ o
Ou seja, truncamos o somatoério que define a DTFT, e definimos um
intervalo de comprimento 2M de tal forma a reduzir o erro de aproximagao
média quadratica (conceitualmente chamada de minimizagao de “energia”)
para todas as freqiiéncias w, representado na equacao 3.9.

DTFT para um sistema passa-baixa ideal:

Um sistema (ou filtro) passa-baixa ideal é definido, no dominio da
freqiiéncia, pela seguinte equagao:

1, |wl<w
Hyp(e™) = e ‘ (3.10)
0, we<lw|<m7

Pela defini¢do, obtemos sua IDTFT, que é:
h] [n] = i +we eI dw = L [ejwn]—i—wC — L (ejwcn _ e—]wcn)

' 21 J Jj2mn “We o 42mn

_senlwan) ez,
™

A sequéncia que descreve o sistema passa-baixa ideal, hip[n], além
de nao ser causal, ndo é absolutamente soméavel, pois oscila indefinida-
mente. Logo, ndo existe DTFT (estritamente falando) para o sistema
passa-baixa ideal. Entretanto, podemos aproximar a DTFT pela trun-




cagem da sequéncia hjp[n] obtida. Ou seja:

+M

>

n=—M
1

e = 3 set)

Fe gen|

e Iwn

2

(2M+1)(w—0)

L.

27 sen|

curvas Hps(e?) para diversos valores de M.

(w

—0
2

)

]

]dO

Para avaliar o comportamento da aproximagao, determinamos as
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Figura 3.4: Aproximacgoes Hps(e™) com M =1, M =3, M =T e

Para um determinado M, a amplitude das oscilagoes de Hps(e?*)
na descontinuidade w = w, é maior do que em outras regioes. A medida
que M aumenta (M — +00), o nimero de oscilagbes aumenta, sem que
Hy;(e?) convirja para H(e’). A amplitude méxima das oscilagoes ja-
mais torna-se nula. Tal comportamento é definido como FENOMENO DE
GIBBS, e advém de efeitos de truncagem e operacao com sequéncias que
sdao quadraticamente soméveis. E um fendmeno comumente encontrado
em dispositivos eletrénicos como osciloscopios e geradores de funcoes.
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7

Existem entretanto algumas sequéncias especiais que nao sado nem abso-
lutamente e nem quadraticamente somaveis. Tais sequéncias sdo de interesse
especial para processamento digital de sinais. Uma andlise mais precisa sera
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feita no capitulo 5.

DTFT de sequéncia constante:

Considere a seguinte sequéncia constante, com amplitude unitaria:
z[n] =1, Vnln € Z

Note que tal sequéncia ndo é absolutamente nem quadraticamente
somavel. Entretanto, podemos definir FTpr{z[n|} como sendo:

X(e®) = Jio O(w + 27r)

r=—00

onde 0(t) é a fun¢do impulso ou fungao Delta de Dirac (definida pela
equagao 2.2.6).

Note que a DTFT da sequéncia constante é um trem de impulsos
periédicos, o que mantém a propriedade de periodicidade (com periodo
igual a 27) de X (e?) conforme visto anteriormente. Esta DTFT s6
existe porque formalmente podemos obté-la quando calculamos a sua
IDTFT para obter a sequéncia constante.

3.3.2 Propriedades da DTFT

A seguir serao listadas varias propriedades da DTF'T. O intuito é mostrar que
podemos encontrar rapidamente a DTFT de sequéncia com caracteristicas
especiais, com base em suas propriedades matemaéticas. Tais propriedades
terdo ligacdo estreita com as propriedades da Transformada Z, do capitulo
5.

Assuma inicialmente as seguintes sequéncias (que sao as equagoes 2.10):

(x[n] + z%[-n]) = 2 [-n]
(z[n] = 2*[-n]) = —aj[-n]

onde z,[n| é chamada de sequéncia conjugada simétrica de z[n], e z;[n] é
chamada de sequéncia conjugada anti-simétrica de z[n].

Um caso particular dessa definicao é que se z[n| € R, entéo zp[n| = zp[n]
e zj[n] = —x;[—n|. Nesse caso particular, z,[n] é uma sequéncia par e z;[n]
¢ uma sequéncia impar (maiores detalhes, veja a segao 2.2.5).
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A DTFT dessas sequéncias é:
X(e") = Xpar(¢™) + Ximpar(e™)
W 1 w * — 9w
Xpar(€™) = 5 [X (") + X7 (e7)] (3.11)

Kimpar () = 5 [X(7) = X ()]

Da equagao 3.11, podemos obter (trocando w por —w) as seguintes rela-
coes:
Xpar(e™) = X[ (e77)

par

Ximpar<e]w) =—-X; (eijw)

impar

(3.12)

Esssas propriedades (ditas de simetria) sdo uteis na simplificacdo de ope-
ragoes matematicas. Posteriormente servirdo como peca-chave na defini¢ao
de algoritmos rédpidos para obtengdo de componentes espectrais de sequén-
cias.

As propriedades a seguir assumem que se conhecemos X (e?*) para uma
dada sequéncia x[n], entdo podemos obter rapidamente sua FTprp{z[n|}
de uma dada sequéncia que apresente alguma caracteristicas especifica em
relagdo x[n] (o mesmo é véalido para obter a sequéncia cuja DTFT possui
alguma relacdo com X (e)).

DTFT de sequéncia conjugada
z[n] E2F X (&) = 2*[n] “2F X*(e ) (3.13)
Demonstragio. A partir de FTpr{z[n]}, temos:
+oo
X(eM) = Z x[n] e 7"
n=-—o00

Aplicando o conjugado em ambos os termos, temos:

nN=—0o0

+00 *
(X (e™)]" = [ > aln] 6’”’"]

+oo

— Z x*[n] eJwm

n—=——oo
Substituindo w = —w’ temos finalmente:
! +Oo !
X*(e—]w ) —_ Z x*[n] e—jw n

n=—oo
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DTFT de sequéncia conjugada refletida

2[n] C2F X (&) = o*[—n] C2F X*(e™) (3.14)
DTFT da parte real de uma sequéncia

o[n] C2F X (&) == R{z*[n]} “2F X, () (3.15)

Demonstragdo. A partir da equacdo 3.11 temos:

(%) = 3 {X(e) + X (7))

= 2{ Z x[n] e + _Z: x[n] e’“"] }
1 +oo +oo
=3 { Z x[n] e " + Z x*[n] ej“m}
+00 * +o00
el + 2 ]\ n — g
:n:zoo{ 5 } e’ :n;w%{z[n]}e ’
O
DTFT da parte imaginaria de uma sequéncia
2[n] 2 X (™) = jS{z*[n]} 2F X;(e) (3.16)
DTFT da parte par de uma sequéncia
2[n] E2F X (e) = zp[n] “2F Xp(e™) = R{X(e)} (3.17)

Demonstragdo. A partir da equagao 2.10 temos:

Xp(e™) = io {;(x[n]er*[—n])} e K

n=-—oo
1 X 1 =X
=5 Z x[n] e " + 5 Z x¥[—n] e "
n=—00 n=—00
1 1=
= §X(e]w) +3 > x*[k] eIk
k=—o00

k=—o0

400 *
= %X(ej“’) + % { Z x[k] ejwk}

_ %X(eﬂw) + %X*(eﬂw) — R{X (™)



DTFT da parte impar de uma sequéncia

2[n] C2F X () = 2[n] 2 Xg(e) = jS{X (™)}

DTFT de uma sequéncia real

Se z[n] € R:

2[n] C2F X (™) = X (&) = X* (e )
— Xp(e’) = Xg(e™)
= Xg(e™) = —Xq(e ™)
= [X(™)| = |X(e7)]
= LX (M) =—-LX(e™?)
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(3.18)

Note que para uma sequéncia real, a DTFT é conjugada simétrica, sua
parte real é par, sua parte imaginaria é impar, sua magnitude é par e sua

fase é impar, SEMPRE.

Linearidade

Seja uma sequéncia qualquer z[n| que pode ser decomposta linearmente na
soma ponderada de duas outras sequéncias (z1[n]| e z2[n]), com a,b € C.

Sua DTFT é linear, pois:
z[n] = a x1[n| + b x3[n] L Tor X () = aXq(e’) + bXa(e!)

Demonstragio. Calculando FTpr{z[n|}, obtemos:

+oo

X (™) = Z x[n] eI

n=—oo

+o0
= Z {a z1[n] + b xa[n]} e "

n=—oo

+00 oo
= a{ > a[n] e_]w”} + b{ > agln] e

n=—oo n=—oo

= aX;(e!) + bXo(e)

Deslocamento no tempo

(3.24)

Seja uma sequéncia qualquer z[n], com DTFT conhecida. Se deslocarmos

suas amostras em ng amostras (ng € Z), FTpp{z[n — ng4]} é

x[n] oy X (e!) <= z[n — ng] oy e Jna X (e?)

(3.25)
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Demonstragio. Calculando a DTFT de 2/[n] = z[n — ng|, temos:

+oo
X'(e) = Z x[n —ngl e "

n=—oo
Trocando de varidveis (m = n — ng, ou seja, n = m + ng), temos:

+o0o
X'(e)= Y afm]emtna)
(m+ng)=—0c0
+o0o
= e VN Z x[m] eI = eT I X (V)

m=—0Q

Deslocamento em freqiiéncia

Seja uma sequéncia qualquer x[n], com DTFT conhecida. Se a modularmos
por uma sequéncia exponencial complexa, com freqiiéncia wy, (wg € R), sua
DTFET é:

2[n] C2F X (€M) <= eM0ng[n] C2F X (e2@wo)) (3.26)

Demonstragdo. Calculando a DTFT da sequéncia modulada, temos:

—+00 “+o00
X/(ejw) _ Z BJwOnSC[TL] eIwn — Z x[n] e—j(w—wo)n — X(eyw—wo)
n=-—00 n=-—00

Reversao temporal

Seja uma sequéncia qualquer z[n|, com DTFT conhecida. Se revertermos
tal sequéncia, sua DTFT é:

2[n] 28 X (™) <= z[—n] 2F X (e )
= z[-n] ©2F X*(e™),  z[n] €R

Diferenciacao em freqiiéncia
Seja uma sequéncia qualquer x[n], com DTFT conhecida. Se a modularmos
por uma sequéncia linearmente crescente, sua DTFT é:

AX (™)

x[n] oy X () <= n z[n] oy I~ (3.28)



Demonstragio. Considere DTFT de z[n]:
400

X(eM) = Z x[n] e "

n=—oo
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Diferenciando ambos os termos da igualdade em relagao a w, temos:

ew +oo
DA = 5 alal{gmp e
Jw I
FEED 2§ S {=gnalaly e
foo
= > nalaly e

onde n x[n] é a sequéncia modulada.

Teorema da convolugao

O teorema da convolugao diz que a convolugdo de duas sequéncias no domi-
nio do tempo é equivalente a modulagdo das DTFT’s dessas duas sequéncias

no dominio da freqiiéncia.

Ou seja, se:
z1[n] E2F X (™)
xa[n) oy Xo(e!)
Entao:

2[n] = z1[n] * 22[n] 2F X (™) = X1 (e ) Xa(e™)
Demonstragio. Considere FTpr{z[n]}:
+oo

X(eM) = Z x[n] e "

n=—oo

+o0 +oo
= Z { Z a:l[k:]xg[n—k‘]} e

n=—oo | k=—o0

+o00 +oo
=3 xlw{ > waln—H }

k=—00 n=-—oo

Por troca de varidveis (n — k = m, ou seja, n = k + m), temos:

T +o0
X(e) = Z Jrl[k]{ Z 2a[n] e_me}e_jwk

k=—00 m=—00
+o0
= Xo(e?) Z x1[k] e Ik
k=—o00

= Xo(e’) X1 (e?)

(3.29)
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Teorema da modulacao

Analogamente ao teorema da convolugdo, temos que a modulagao de duas
sequéncias no dominio do tempo é equivalente a convolucao (periédica) de
suas DTFTS no dominio da freqiiéncia.

Ou seja, se:
r1[n] 23 Xy (™)
xa[n) Koy Xo(e!)
Entao:
FT 1 +m
z[n] = z1[n]ran] += X () = — X(eJG)X(eJ(w_e))dH (3.30)

2 J_,

Teorema de Parseval

O teorema de Parseval define que a energia total de um sistema é a soma
das contribuigoes das energias distribuidas em cada uma das freqiiéncias
normalizadas w. E esse teorema que permite definirmos a densidade de
poténcia espectral de uma dada sequéncia ou sistema.

00 +7
> lelnlft = o [ IX(e) o (331)

n=—oo —T
A importancia é atribuida a sua relacdo com estimacado espectral, uma
area de processamento digital de sinais ligada a tentativa de determinar as
caracteristicas espectrais de uma sequéncia com base em avaliagées proba-
bilisticas do fenénemo fisico representado pela sequéncia.

Demonstragdo. Inicialmente provaremos a forma geral do Teorema de Par-
seval, considerando duas sequéncias distintas cujas DTFT’s sdo moduladas.
Seja x1[n] e x2[n] tal que:

z1[n] C2F X (™)
a[n] C2F Xy(e)
Entao:
X(e™) = X1(e?) Xa(e™)

+o0o +oo
:{ Z x1[m] e_J‘*’m}{ Z x5[n] 67‘””}

m=—00 n=—oo

+oo

+oo
=YY wilmlaglnle e

m=—0o0 N=—00
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Fazendo troca de varidveis (k = m — n), temos:

+00 +00
X(e) = Z Z x1[n + k]z5[n) ek

k=—o00 n=—00

(k]

onde z[k] corresponde a fungdo de correlagdo cruzada entre duas sequéncias,
com atraso de k amostras.

Ou seja:
+oo
k] = _Z 21l + klag[n] C2F X (&) = X1 () X5 (e™) (3.32)

Se x1[n] = x2[n] = y[n] e x[k] = z[k], temos:

400
AR = S yln+ Ky [n) “F Z(e) = Y ()Y ()

n=—oo

Calculando z[0], temos:

400 +oo
z[0] = _Z y[nly*[n] = _Z ly[n]|?

Mas FT51{Z(e™)}, com n = 0, é:

I
z[0] = o Y (e)Y*()e %O duw
L[ 2
=5 Y (e™)]" dw
2 J_,

Pares de transformadas

Segue agora uma relacdo de diversas transformadas de Fourier de tempo
discreto, cuja prova pode ser obtida diretamente das equagoes 3.7.



5[n] 28 1
o[n — ng] Dy o—gwno

+oo
1,nlneZ Pkl Z 216 (w + 27k)

k=—o00
1
a"uln],la] <1 AL -
1—ae v
L S s+ 2k
U[TL] m‘FZﬂ'(w—FT()
k=—o00
] ETpg 1

(n+1)a"u[n (1= ac)’

sen(wen) Ty X () = 1, |w| <we
™ 0, we<|w|<m

0<n<M ETpy sen(w(M + 1)/2)e_J“M/2
c.c. ) sen(w/2)

+0oo
ewon K1Y Z 27 (w — wo + 27k)

k=—o0

+oo
cos(won + ¢) PRt > [wej¢5(w — wo + 27k) + T I8 (w 4 wo + 27rk)}

k=—o00
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Capitulo 4

Teoria da Amostragem

Até agora tratamos de sequéncias discretas, onde ndo existe qualquer infor-
magao sobre o intervalo de tempo fisico existente entre a i-ésima amostra e
suas vizinhas imediatas i — 1 e 7 + 2.

Para relacionarmos um sinal continuo (ou analégico) com uma sequén-
cia discreta, introduzimos agora o conceito de periodo (ou freqiiéncia) de
amostragem. Ou seja, a cada intervalo FIXO de tempo coletaremos o valor
do sinal instantaneo. Matematicamente temos:

z[n] = xq(nT), —00 < n < 400 (4.1)

onde T é o periodo de amostragem, e f; = % ¢ a freqiiéncia de amostragem.

xc(t) ‘T[n]

T

Figura 4.1: Representagao grafica do conversor A/D

Esta é uma operagao irreversivel, ou seja, pois uma vez realizada, nao é
possivel obter o exatamente sinal continuo z,(t) a partir das amostras z[n].
Isso significa que a opera¢ao NAO E INVERSIVEL.

Matematicamente, tratamos a amostragem (ou discretizacdao) em dois
estagios:

1. Um gerador de trem de impulsos (delta de Dirac)

2. Um conversor de impulsos para sequéncias
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Tais estdgios sdo apresentados na figura 4.2, onde fica claro a modulagao

entre o sinal continuo z,(t) e o trem de impulsos s(t).
verdade é um dispositivo eletrénico do tipo “sample-and-hold”.

xq(t)

s(t)

x5(t)

conversor

O conversor na

Figura 4.2: Estdgios de uma amostragem (A /D)

A figura 4.3 mostra o que acontece quando usamos um conversor A /D
com periodo de amostragem muito pequeno em relacdo as caracteristicas
espectrais do sinal continuo. Podemos notar que quando o freqiiéncia de
amostragem é pequeno, perdemos informagdo do sinal continuo, e dessa

forma, temos uma sequéncia que pouca relagdo com esse sinal.

-

e

o

IS

N

o

5

IS

w

Figura 4.3: Exemplo de um mesmo sinal amostrado através de trens de
pulsos com periodos de amostragem distintos.
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O trem de pulsos é definido matematicamente por:

+o00
s(t) = Z d(t —nT)

n=—oo

Modulando o sinal continuo z,(t) com o trem de pulsos s(t), temos um
sinal “amostrado” no dominio continuo:

+o00
xs(t) = xa(t) - s(t) = xqa(t) Z §(t —nT)

00 -
= _Z xa(nT)(t — nT)

Agora analisaremos os efeitos dessa modulagao (primeiro passo da amos-
tragem) nas componentes espectrais do sinal z4(¢). Aplicando a Transfor-
mada de Fourier (Equagao 3.1) sobre a func¢ao trem de pulsos s(t), temos:

o IX
S(H0) = T Z 0(Q2 — kQy), Qg = —

k=—o0

Como modulamos no dominio do tempo, implicitamente convoluimos na
freqiiéncia, ou seja:

1 1 X

Xs(9) = o= Xa () * () =5 Y Xa(h(Q — k)
2T T P

levando em conta que a fungdo delta de Dirac 0(¢) possui propriedades es-

peciais (Equacio 2.2.6).
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Figura 4.4: Relagao entre X,()2), X5(9€2) e S(yN2), para diferentes freqiién-
cias de amostragem

Note que X(y©2) é uma fungao continua (em ) composta de uma soma
de infinitas réplicas de X,(y2), deslocadas k€2, radianos entre si.
Para que as réplicas nao se sobreponham, é necessario que:

Qs — Qn > Qn
Qs > 2QpN

Dessa forma, podemos recuperar x,(t) a partir de z4(¢) usando um filtro
passa-baixas ideal com uma freqiiéncia de corte Q. (Qy < Q. < Qs — Qp)
que elimine as réplicas de X;(y€2). Essa eliminagdo pode ser impossivel
devido a sobreposi¢oes das réplicas oriunda de uma amostragem incorreta do
sinal continuo z,(t). Quando tais sobreposi¢des ocorrem, temos o fend6meno
conhecido por espalhamanto espectral ou ALIASING.
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T T

Q Q 0 Q<< -0

X (@)=X (@)

Figura 4.5: Recuperacao de sinal original (no dominio da freqiiéncia) a partir
de X(y€2) usando filtro passa-baixas

A freqiiéncia Qy, que é a componente espectral de maior valor (em
radianos) ¢ chamada de FREQUENCIA DE NYQUIST. Ela define qual o limite
de frequéncia de amostragem 2.

Teorema 4.1 (Teorema de Nyquist). Seja z4(t) um sinal de banda limitada
com X4(92) = 0 para | > Qn. Entao x4(t) € unicamente determinado por
z[n] = zq(nT') para n € Z se, e somente se:

0, = 21 > 920 4.2
> 00y (+2)

Podemos relacionar a Transformada de Fourier Discreta no Tempo
(DTFT) com as Transformadas de Fourier (continuas) dos sinais continuos
xq(t) e xz5(t), ou seja X (e?) com X (992) e X,(yQ).

Pela definicao,

+00
xs(t) = _Z xa(nT)o(t — nT)
Entao

X,() = / zs(t)e UMdt = > zo(nT)e 7M™

— n=-—00



Pela defini¢do de amostragem de uma sinal, temos x[n] = z,(nT) e:
+oo
X(eM) = Z x[n] e

n=—oo

Por comparacao, temos:

Xs(5) = X (e™)lumar = X (1)

Logo,
+00
X)) = 2 3 Xa(l@ k)
k=—0oc0
(4.
3 1 w 27k
xe) =1 ¥ X%(o(5-7F)

68

3)

Ou seja, X (e?) é uma versao “escalada” em freqiiéncia de X4(yQ2) (escala
definida por w = QT. Apenas reforcando, quando discretizamos o sinal
xq(t) em x4(t) (e consequentemente x[n|), a sua DTFT corresponde a soma
de réplicas da Transformada de Fourier do sinal continuo original z,(t),

espacadas a cada 27 radianos, o que mantém a periodicidade implicita da
DTFT.

~

Exemplo:

Considere sinal continuo z,(t) = cos(Qpt) = cos(40007t) amostrado a
6000 Hz. Isso implica em T’ = 5555 (€2 = 2% = 120007). Discretizando-
0, temos:

z[n] = 24(nT') = cos(40007T'n) = cos(won) = cos(2mn/3)
Aplicando a Transformada de Fourier em z,(t), obtemos:
Xo(9Q) = m6(Q — 40007) + 76 (€2 4 40007)

Graficamente, quando amostramos um sinal continuo, sabemos que
sdo produzidas réplicas ao redor das freqiiéncias multiplas da freqiiéncia
de amostragem (€2), como vemos na figura a seguir.
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—4000pi 0  +4000pi
Q

X (Q)
X(e)

~12000pi —4000pi 0 +4000pi  +12000pi —6pi/3 —2pi3 0 +2pil3 +6pi/3
Q Q

Figura 4.6: Componentes espectrais do sinal z,(t) = cos(160007t),
quando amostrado a 7' = 1/6000 Hz.

Considerando agora o sinal continuo x4(t) = cos(t) =
cos(160007t) amostrado a 6000 Hz (€2, = 2& = 120007). Discretizando-
0, temos:

z[n] = x4(nT) = cos(160007Tn) = cos(2mn + win) = cos(27n/3)

Quando consideramos a Transformada de Fourier de z5(t) e a DTFT
de x[n], notaremos que os resultados sdo idénticos aqueles obtidos para
um sinal cuja maior componente espectral é 4 vezes menor do que a
do sinal agora analisado. Isso também fica evidente quando calculamos

Finalmente, considere o sinal continuo z,(t) = cos(Qat) =
cos(40007t) amostrado a 1500 Hz (€2, = 25 = 30007). Discretizando-o,
temos:

z[n] = xq(nT) = cos(40007Tn) = cos(2mn + win) = cos(2mn/3)

Em comparagcéo ao primeiro sinal desse exemplo, suas Transformada
de Fourier de z4(t) (versao “amostrada” de z,(t), no dominio continuo)
possuem componentes espectrais bastante distintas. Entretanto, ambas
as DTFT das respectivas sequéncias sao idénticas, como vemos na figura
a seguir.
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X,(@)
X(e)

—~4000pi —~2000pi 0 +2000pi  +4000pi —6pi/3 —2pi3 0 +2pif3 +6pi/3
Q Q

Figura 4.7: Componentes espectrais do sinal x,(t) = cos(40007t),
quando amostrado a 7' = 1/1500 Hz.

Note que em todos os casos, FTpr{z[n|} produz os mesmos resul-
tados, pois a combinagio entre €, 1 e o com relagdo a )5 acaba
gerando a mesma sequéncia x[n].

Também fica evidente que a manipulagdo da freqiiéncia de amos-
tragem {25 e da freqiiéncia da mais alta componente espectral pode
produzir as mesmas sequéncias (e DTFT’s).

\. J

Até agora, analisamos os aspectos matemaéticos da discretizagdo de um
sinal continuo para uma sequéncia, a partir de um periodo fixo de amostra-
gem T'. Nesse instante definiremos os aspectos relativos a conversao de uma
sequéncia em um sinal continuo, com base no seu periodo de amostragem.

Sabemos que a modulagdo de um sinal continuo x,(¢) por um trem de
impulsos s(t) (definido a partir de T") produz um sinal z4(¢) cujas componen-
tes espectrais correspondem a uma soma de infinitas réplicas de X, (y€2). Se
nao ocorrer aliasing, podemos isolar exatamente X, (7€) a partir de X4(yQ2)
a partir de um filtro passa-baixas com freqiiéncia de corte (€2.) igual a 7/T.

Pela defini¢do, podemos gerar um sinal z4(t) continuo a partir de suas
sequéncias x[n], ou seja:

+oo
xs(t) = Z x[n] 6(t —nT)
n=—oo

Chamaremos de h,(t) ao filtro passa-baixas. Quando aplicamos tal filtro,
por convolugao, obtemos o sinal reconstruido x,(¢) (que é uma aproximacao
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de z,(t)):
xp(t) = xs(t) * hy(t)
+oo

= Z z[n] hy(t — nT)

n=—oo

Pela definigao apresentada para o filtro passa-baixas (ideal), a Transfor-
mada de Fourier de h,(t) é:

T T Q<X
H()={ ' ~TSF°T (4.4)
0, [9Q>7F
Calculando sua Transformada Inversa de Fourier, temos:
sen(mt/T)
hp(t) = ———— 4.

Assim, o sinal reconstruido pode ser escrito como:

= sen(m(t —nT)/T)
w(t) = n;m il By
+oo
= Z x[n] sinc(t —nT)

Precisamos verificar se z,(nT") = x4(nT), pois ndo conhecemos os valores
para instantes t # nT'. Assim,
hr(0) =1
he(nT) =0, n=%142 ..

Isso implica em z,(nT) = z,(nT) = z[n]|. Graficamente, o filtro passa-
baixa h,(t) (ou H,(j€2)) é apresentado na figura 4.8.

0.8

06

H(©@)

02

-0.2

-04
4T 3T 2T T T oT 8T 4T —piT +piT

Figura 4.8: Filtro passa-baixas reconstrutor (resposta temporal e espectral

Tal filtro INTERPOLA valores entre x4(t) (definido a partir de z[n] e do
periodo de amostragem T') para formar z,(t), que é uma aproximagao de
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2q(t). Esse filtro também é chamado de filtro RECONSTRUTOR. Simbolica-
mente essa operacao é descrita pela figura 4.9.

conversor filtro
x[n] S[n] — &(t) | ®s(t) H,(5Q) (1)
T

Figura 4.9: Estégios de reconstrugao de sinal a partir de sequéncia (D/A)

Considerando agora que temos um modo para discretizar e reconstruir
um sinal continuo, podemos considerar o uso de sistemas discretos para
processar sinais continuos usando computadores digitais, por exemplo, ao
invés de operar exclusivamente com sistemas continuos.

Matematicamente tal operacao significa:

x[n] = xq(nT)
X(e*) = }ki % (o(3-2))

A sequéncia z[n] é entdo convoluida por um sistema qualquer produzindo
como saida y[n], que é entdo reconstruido por um filtro passa-baixa ideal
hr(t) através das expressoes:

= sen(w(t —n
)= 3yl = nD)/T)

L 7t —nl)/T
TY (e297 Q< =
Y,(0) = X&) o) = {0 @ <
0, Q] > %



73

sistema

Ta(t) A/D z[n] discreto y[n] D/A

T T

Figura 4.10: Representacao grafica da aplicagdo de um sistema discreto
sobre um sinal continuo, usando discretizacdo e reconstrucdo de sinais e
sequéncias.

Graficamente esse processo é apresentado na figura 4.10. Caso o sistema
seja linear e invariante no tempo, podemos incorporar na expressao anterior
a resposta em freqiiéncia do sistema (H(e?)), ou seja:

X (&) = H(e™) - X(e)
Mas:
Y,(Q) = X () - H,(59)
= {x (@) H)} - H,(52)

:HT(jQ)~H(€JQT)% io Xa (J (Q_TD

k=—o0

Como X,(y92) = 0 para | > T e H,(yQ2) =T para [Q] < 7, entao:

H(e"7) - Xa(52), Q] <

Y. (5Q) = {0’ Q>

e ER(C]

Caso X,(y92) obedeca o Teorema de Nyquist (teorema 4.1), podemos cal-
cular a resposta em freqiéncia analégica do sistema em termos da resposta
em freqiiéncia do sistema digital, ou seja:

Y, (59) = Heg(52) - X0 (192)
onde:
H (™), 12| <

Hoi(19) =
() {o, 9 >

e Bl E
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Dessa forma, definimos qual é o sistema “analdgico” efetivo que esta
sendo realizado com a operacoes de discretizacao, aplicagdo do filtro e re-
construcao das sequéncias e sinais continuos envolvidos.



Capitulo 5

Transformada Z

A Transformada Z é baseada na teoria de fungoes analiticas, que sdo fungoes
localmente definidas por séries de poténcias convergentes. Em termos de
engenharia, equivale a Transformada de Laplace para sequéncias.

A Transformada Z foi desenvolvida para lidar com sequéncias que, do
ponto de vista estritamente matematico, ndo sdo absolutamente somaveis
e, desta forma, ndo possuem Transformada de Fourier Discreta no Tempo
(DTFT).

5.1 Preliminares

Nas teorias de circuitos elétricos e de controle, tivemos contato com a
TRANSFORMADA DE LAPLACE, que permite o mapeamento entre os do-
minios do tempo e s, ambos continuos. Tal transformada é definida pelo
seguinte par de equacoes:

+oo
F(s) = /0 F(t)etdt
(5.1)

o+joo
F(t) = — / F(s)eds

B 27Tj —joo
Onde s é uma variavel complexa definida por s = o + jw. Se considerar-
mos apenas a parte imaginaria de s na Equacao 5.1, temos a Transformada
de Fourier (Equagao 3.1. Note aqui que estamos tratando da versao unilate-

ral da Transformada de Laplace. A sua versdo bilateral exige que a integral
de F(s) seja calculada no intervalo aberto | — oo, +00].

[ Calculo de Transformada de Laplace ]

Vamos primeiramente calcular a Transformada de Fourier e depois tra-
car um paralelo entre tal transformada e a Transformada de Laplace.

75
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Seja
z(t) = e~ u(t)

onde u(t) é uma fungao degrau ou fungiao de Heaviside.
Sua Tranformada de Fourier é:

+o0 . too '
X(jw> :/ e_atu(t)e_‘]wtdt :\/0 e_ate_JWtdt

—0o0

_ —1 |:e—(a+jw)t} +00 _ —1 {e—aooe—jwoo 1
a4+ jw 0 a—+ jw
Se a > 0, entdo X (jw) = —1. Entretanto, se a < 0, a integral nao

converge, e X (jw) nao existe.
Analogamente, sua Transformada de Laplace é:

X = [ T ety et p / T sty
0 0

-1 —(a+s 0 -1 —(a+s)oo
= L T = o e -]

Tal integral somente converge (e, consequentemente, existe) se:
(s+a)>0= (c+jw+a)>0=0>—a= R(s) > —a

Nesse caso, a regiao de convergéncia de X (s) sdo todos os valores s
no plano complexo cuja parte real seja maior do que —a.

Outra consideragdo importante, baseada nas operagbes apresenta-
das, é que se a < 0, ndo existe Transformada de Fourier de z(t), mas
existe Transformada de Laplace de x(t). Essa relacao de existéncia serd
verificada quando tratarmos de Transformada Z.

\ 7

Note que associado a Transformada de Laplace de uma dada funcao
(continua e diferenciavel), existe uma regido de convergéncia para o qual os
valores de s garantem a existéncia da transformada.

Para calcular a Transformada Inversa de Laplace, podemos usar a in-
tegragdo direta (Equacdo 5.1, ou técnicas baseadas em fragoes parciais ou
solucoes tabeladas.

5.2 Definicao

Da mesma maneira que a Transformada de Laplace estd para a Transfor-
mada de Fourier, a Transformada Z estd para a Transformada de Fourier
Discreta no Tempo. Posteriormente veremos como relacionar as Transfor-
madas 7Z e Laplace.

Uma das diferencas que existem entre elas (para facilitar a compreensao,
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sem entrar no rigor matematico) é que enquanto a Transformada de Laplace
opera sobre um dominio temporal continuo, a Transformada Z opera sobre
sequéncias no dominio do tempo.

A Transformada 7 de uma sequéncia z[n| é definida por:

+oo

X(z) = Z{zn]} = Z x[n] 27" (5.2)

n=—oo

Tal transformada ¢é dita Transformada Z BILATERAL pelo fato dos limites
do somatério envolver a grandeza co. Um caso particular é a Transformada
7 UNILATERAL, que ¢é definida por:

+o0
X(z) = Z x[n] 27", ze€C

n=0

Neste trabalho focaremos unicamente no caso bilateral. Entretanto, ve-
remos que em muitas situagoes praticas, as manipulagoes algébricas envol-
vendo as sequéncias levarao ao caso unilateral.

Pela defini¢ao de FTpr{z[n]} (assumindo que z[n] é absolutamente so-

méavel), temos:
+oo

X(eM) = Z x[n] e 7"
n=—oo
Comparando X (e’) com X (z), temos que z = /. Isso significa que se
uma sequéncia x[n] possui DTFT, pois isso implica na sequéncia ser abso-
lutamente somével; entao tal sequéncia possuird Transformada Z. Ou seja:

X (") = X(2)]szem (5.3)

Note que, quando mantemos a relacdo z = e, estamos restringindo
valores validos para z de tal forma que todos eles localizam-se sobre um
circulo de raio unitario. Isso pode ser melhor compreendido pela figura 5.1.
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|z]=1

Parte Imaginaria
o

0
Parte Real
Figura 5.1: Representacao de z = ¢, ou |z| = 1.

Além disso, o calculo da DTFT envolve a variacdo de w no intervalo
| — 00,4 00| sobre um eixo linear. Como X (e/*) é uma fungdo periédica (com
periodo igual a 27), podemos restringir a analise para qualquer intervalo de
comprimento igual a 27 (como [—7, + 7[ ou, [0, + 27[).

Com a Transformada Z para z = e’ - que é X (e/¥) - seus valores sao
obtidos sobre pontos do circulo de raio unitério (|z| = 1) variando o dngulo
w em qualquer intervalo de comprimento igual a 27 (como [—m, + 7| ou
[0, 4+ 27[). Mesmo que calculdssemos X (z) para qualquer outro dngulo fora
desses intervalos, evidenciariamos a periodicidade implicita de X (z) para
z = e,

Assim, uma das propriedades importantes para X (e?) é facilmente com-
preendida quando pensamos em X (z) para pontos sobre o circulo de raio
unitério. E como se a DTFT fosse “dobrada” (warped) sobre o cfrculo de
raio unitario, no plano complexo.

Entretanto, como z € C, podemos generaliza-la para:

z =re, reR

Assim, através do pardmetro r (raio), podemos descrever todos os valores
complexos. Assim, podemos reescrever X (z) como:

+o0o
X(2)=X(re™) = _z: x[n] (re™)™"

—+00

= Y Gl e

n=—0oo

ou seja, X (z) é a DTFT de uma sequéncia (z[n]r~").
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5.3 Existéncia da Transformada Z

Precisamos avaliar quais as condigoes para que uma sequéncia z[n] admita
Transformada Z. Usando o critério existéncia da DTFT, que exige que a
sequéncia seja absolutamente somével (o que implica na sequéncia convergir
assintoticamente para n < +00), para a nova sequéncia z'[n] = (x[n]r—")
temos que:

/n)] < o0

|z[n]r ™| < oo

Exemplo:

A sequéncia degrau unitario, x[n] = u[n], ndo é absolutamente somével.
Entretanto, 2'[n] = z[n]r™™ = u[n]r~™ é absolutamente somével se, e
somente se, 7 > 1.

Ou seja,

3Z{uln|} v |z| > 1

\ 7

Este critério apenas indica que caso a taxa de crescimento assintético de
x[n] seja inferior a taxa de crescimento assintético de r™, entao, (x[n]r~") de-
crescerd assintoticamente, garantindo que tal sequéncia seja absolutamente
somavel e que sua DTFT exista.

Avaliaremos agora se a Transformada Z existe. Seja:

[ X(2)] < o0
+oo
Z z[n] 27" < o0
n;oooo
_Z |z[n]z7"| < oo

Usando a inequagao de Cauchy-Schwarz (2.27), temos:

+oo
Y lefmll = < o

+oo

Z lz[n]| 2| ™" < o0 (5.4)

n=—oo

Ou seja, a existéncia da Transformada Z depende de valores de z (ou
mais precisamente, |z| (além dos valores de z[n]). Assim, somos obrigados a
definir a regiao no plano complexo onde os valores z = z; daquela regiao vali-
dam a inequagao 5.4. Tal regiao é definida como REGIAO DE CONVERGENCIA
da Transformada Z, ou ROC.
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Como a existéncia da Transformada Z depende de |z, se um determinado
z = z;|z; € ROC, entdo qualquer ponto no circulo descrito por z; pertencera
a regido de convergéncia (ou seja z = z; = |z| = |z] | zi € ROC).

r )
Transformada Z para diferentes sequéncias:

A primeira sequéncia avaliada aqui serd a sequéncia dita a direita (right-
sided sequence), que é uma sequéncia causal. Considere a seguinte
SEQUENCIA A DIREITA:
z[n] = a"u[n]
Sua Transformada Z é:
—+00

+o0
X(z) = Z a"uln] 27" = Z a2 "
n=0

n=—0o0

Para que X (z) exista, é necessario que:
X n| —1|"
Z |al ’z ’ < 0o
n=0

Isso implica em:

ol |7 < 1= ]2 > Jaf

Logo, usando a Equacao 2.26 para calculo da soma de uma progres-
sdo geométrica, temos:
1 z

X@) ==y Ll >l

Graficamente a ROC é:
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Figura 5.2: ROC (4rea hachurada) para sequéncia a direita, com a =
0,8.

Note que o POLO da equacao X (z) define o raio do circulo concén-
trico e limitrofe da ROC. Um pélo de uma equacio é o valor que zera
o seu denominador.

A préxima sequéncia que analisaremos € a sequéncia dita & esquerda
(left-sided sequence), que é uma sequéncia nao-causal. Considere a
seguinte SEQUENCIA A DIREITA:

z[n] = —a"u[—n — 1]

Sua Transformada 7 é:

+o0o -1 e
X(z) = Z —a"ul-n—-1] 27" =— Z a"z™" = — Z a """
n=-—o00 n=-—o00 n=1

+o0o
=1- Z a 27"
n=0
Para que X (z) exista, é necessario que:
+o0
—1|"™ n
Z a |z|" < o0
n=0
Isso implica em:

a2 < 1= |2l < Jaf

81
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Logo, usando a Equacdo 2.26 para calculo da soma de uma progres-
sdo geométrica, temos:
1 z

X(@) == el <l

Graficamente a ROC é:

0.5F

Parte Imaginaria
o

0
Parte Real

Figura 5.3: ROC (4rea hachurada) para sequéncia a direita, com a =
1,2.

Note que tanto uma sequéncia causal como uma nao-causal podem
produzir a mesma Transformada Z. A tnica diferenca entre elas é a
regiao de convergéncia (ROC). Assim, a Transformada Z depende da
ROC para caracteriza-la completamente.

Combinando as duas sequéncias anteriores, obtemos a sequéncia
de dois lados (two-sided sequence) ou sequéncia mista. Considere a
seguinte SEQUENCIA MISTA:

z[n] = (=0,5)"u[n] + (0,75)"u[n]

Sua Transformada 7 é:

“+oo “+oo
X(z) = Z (=0,5)"u[n] 2= + Z 0,75"uln] 27"
n=—oo n=—oo
+00 +00
=) (05" 2"+ > 075" 27"
n=0 n=0
1 1 _ 22(2—0,375)

140,521 Tz 0,752=1 (2 +0,5)(z — 0,75)




Para que X (z) exista, é necessario que:
Ly n I n
S0 7+ Y 10750 [ < oo
n=0 n=0

Isso implica em, simultaneamente:

(=05)[ |7} < 1= |2 > 05
10,75 ’2_1’ <1=lz|>0,75

Graficamente a ROC é:

Parte Imaginaria
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-1 -0.5 0 0.5 1
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Figura 5.4: ROC (drea hachurada) para sequéncia mista.

Novamente os pélos da equagdo X (z) definem raios de circulos con-
céntricos no plano complexo. Entretanto, sua regido de convergéncia
exige que as restrigoes impostas por duas inequagoes sejam simultane-
amente validadas. Assim, a ROC para essa sequéncia corresponde a
INTERSECGAO de duas ROC individuais.

Considere agora outra sequéncia mista:

z[n] = (—=0,5)"u[n] + —(0,75)"u[—n — 1]
Sua Transformada Z é:

2z(z — 0,375)

X = 050 = 0.79)




Para que X (z) exista, é necessario que:
+o0

I n
S0 |+ Y
n=0

n=0

0,757 !

’n |z|" < o0

Isso implica em, simultaneamente:

(=05)[ |7} < 1= |2 > 05

0,75—1] 2| < 1= |2 < 0,75

Graficamente a ROC é:
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Figura 5.5: ROC (érea hachurada) para sequéncia mista.

Como em exemplos anteriores, diferentes sequéncias produzem X (z)
iguais, com diferentes ROC. E novamente, a ROC dessa sequéncia mista
pode ser obtido pela interseccao de duas ROC distintas.

Finalmente, considere a seguinte SEQUENCIA FINITA:

a™, 0<n<N-1
x[n]Z{

0, c.c.

Sua Transformada 7 é:

N-1 N—1
X(z) = Z a"z " = Z (az_1>n
n=0 n=0
_l—aNz*N_ 12N —aV
1—az"! Noz—a
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Para que X (z) exista, é necessario que:
N-1 "
> lal" ‘2_1’ < 00
n=0
Como o namero de termos é finito, isso significa que:

|al ‘z”_1’ < 0o =la| < o0

z#0
Graficamente a ROC é:
1 4
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-1 -0.5 0 0.5 1

Parte Real

Figura 5.6: ROC para sequéncia finita.

Note que a unica restricdo imposta aqui é z # 0, que configura
um pélo exatamente em z = 0. Existe também um pdlo em z = a,
que é cancelado por um dos zeros de z; = ae?2™ /N que sdo raizes de
2N =al.

Existe uma segunda restricdo (z # o0), que origina-se quando a
sequéncia finita é nao-causal. Isso pode ser determinado analiticamente

a partir da definicdo da Transformada Z.

\ 7

Sumarizando, podemos determinar algumas relagoes envolvendo a ROC

de Z{z[n]} (ou X (z):

1. A ROC sempre serda um anel ou disco com centro na origem. A equagao
descritiva do anel é 0 < Tqireita < 2] < Tesquerda < 400, € a equacao
descritiva do disco é |z| < Tresquerda < +00.

2. A DTFT de z[n] convergirda absolutamente se, e somente se, a ROC
de Z{z[n]} incluir o circulo unitério.
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3. A ROC NUNCcA inclui qualquer pélo em seu dominio de definigdo.

4. Se z[n| tem duracdo finita, entdo a ROC de Z{z[n|} é todo plano
complexo EXCETO z =0 ou z = oc.

5. Se z[n] é uma sequéncia a direita (causal), entdo a ROC de Z{x[n]}
é externo ao circulo definido pelo pélo mais externo de X (z).

6. Se x[n] é uma sequéncia a esquerda (ndo-causal), entdo a ROC de
Z{x[n]} é interna ao circulo definido pelo pélo mais interno de X (z).

7. Se z[n| é uma sequéncia mista, entdo a ROC de Z{z[n|} é um anel
delimitado por circulos definidos por um tnico par de seus pdlos, sem
que haja qualquer pélo interno ao anel.

8. A ROC de Z{z[n]} é uma regido conectada.

A figura 5.7 mostra um conjunto de possiveis ROC para trés polos de
um X (z) qualquer (no caso, reais) definidos no plano complexo. Todos eles
obedecem as relacbes apresentadas.

Note que em todos os casos, os ZEROS de X (z) nao afetam a sua existén-
cia (ou convergéncia da sequéncia). Posteriormente avaliaremos situagoes
nas quais tais zeros serao restringidos de forma a atender uma propriedade
especifica.
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Figura 5.7: Exemplo de ROC para um mesmo X (z).
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5.4 Causalidade e Estabilidade

Considerando h[n] como um sistema linear e invariante no tempo, podemos
calcular a Z{h[n]} e determinar caracteristicas como causalidade e estabi-
lidade no dominio z.

Das segoes 2.3.3 e 2.3.6, h[n] é causal se h[n] = 0 para n < 0. Pelos
exemplos apresentados na segdo anterior, H(z) sera causal se sua ROC for
|z| > |a|,Va € C. Caso contrario, o sistema serd nao-causal.

A estabilidade de um sistema estd ligado a inclusdo do circulo de raio
unitario (|z| = 1) dentro do dominio de defini¢do da ROC de H(z), indepen-
dente da ROC ser um anel ou um circulo. Como o circulo de raio unitario
representa os pontos no plano complexo onde H (e/*) é obtido, isso significa
que se um sistema H(z) é estavel, ele possui DTFT, pois da Equacao 2.28

temos:
—+o00

> hln]] < o0

n=—oo

Combinando essas duas propriedades, um sistema h[n| serd causal e es-
tavel se, e somente se, sua ROC for |z| > |al, com |a| < 1.

5.5 Transformada Inversa de Z

Diferente das definigbes da Transformada de Fourier Discreta no Tempo
(cuja simetria na transformagao de dominios entre z[n] e X (™) facilita as
manipulagoes algébricas), a Transformada Inversa de Z é mais complexa
por envolver a ROC (como vimos, diferentes sequéncias geram X (z) iguais,
diferindo apenas na regiao de convergéncia.

A Transformada Inversa de Z de X(z) (com ROC R é:

x[n] = 271rj§I§CX(z)z"1dz (5.5)

onde C' é um caminho fechado que circunda a origem (29 = 0 € C) e esta
contido em R (C' C R), percorrido no sentido ANTI-HORARIO.

Demonstragao. Pelo teorema de Cauchy (ou Integral de Cauchy), temos:

1 1 k=0
§1§ Fldz={" (5.6)
2ry Jo 0, k#0

Pela defini¢do de Transformada Z (Equagao 5.2), sabemos que:

+oo
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Multiplicando ambos os lados dessa equacao por zk*1% e calculando

a integral de linha em um caminho fechado C percorrido em sentido anti-
horario, temos:

1
( k— 1dZ — % n+k_1d2
27rj )z 2nj Jo .=

— Z JU[ ]1?§ 7n+k71dz
27Tj C

n=—oo

Pela Equacao 5.6, temos que quando —n + k = 0, ou n = k, a integral
de linha é nao-nula. Ou seja:

1

B k=17, _
o] X(z)z" "dz = x[k]

O]

Demonstragdo. Outra forma de demonstrar a Transformada Inversa de Z
consiste em analisar a relagdo entre Transformadas Z e de Fourier Discreta
no Tempo. Ou seja:

X(z) = FTpp{z[n|r "}
X(Tej“’) =FTpr{zn|]r "}

Isso implica em:

x[n]r~" = FTBIT{X(rejw)}

1 [f" .
z[n] =r"— X (re*)e’"dw
27
1 [*7 ,
=5 X( el*) (re]w)ndw
Sabemos que:
z=re

dz = jre?dw

11
dw = ———dz
j rew

Note que uma variacdo de —m até +m, na integral da IDTFT significa
variar ao redor do circulo de raio r (em sentido anti-horario) no plano z,
pois agora estamos substituindo as varidveis w pela variavel complexa z. Ou

seja:
1 n
z[n] = — X(z)z—dz
2ng Jo z
1
= (2)2"ldz

2]
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onde C' é o caminho fechado descrito pelo circulo de raio r, cujos pontos

z € ROC, para que exista a integral.
O

5.5.1 Teoria de Residuos

Para calcular a Transformada Inversa de Z, nos valemos da Teoria de Resi-
duos de Fungoes Analiticas. Isso significa que:

x[n] = %%X(z)z"ldz

(5.7)
= Z[residuos de X (z)2"! para pélos z; internos a C]
Os residuos sdo calculados através de:
1 1w
Res[X (z)2" " para z = z] = G l dzs_(lz)] . (5.8)

onde s é a multiplicidade do i-ésimo podlo z; para o qual o residuo é calculado,

(z — 2)° = X(2)2" = U(2)],—s, = [X(z)z"_l} (2 — 2)°

[ Exemplo de calculo da Transformada Inversa de Z:

Seja:
X(2)=—7 2] > [al

Pela Equagao 5.5, temos:

1 21 1 2"

= — e — _ d
2rj Jo 1 —az1 : 2j Jo 2z —a ?

z[n]

Vamos agora determinar C. Como a ROC de X (z) é |z| > |a|, entdo
o caminho fechado de integracdo C' deve ser, no minimo, um circulo de
raio maior do que a.

Primeiramente calcularemos z[n] (pela Equacdo 5.5) para n > 0.
Nessas condigoes teremos apenas um pélo interno ao caminho C, em
20 = a. Assim:

w[n] = Res{W(2)|s—s }2o—a = Res { LGa] (z — a)}zo_a
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Para n < 0, entretanto, além do pélo em zg = a, temos pdlos em
z1 = 0 cuja multiplicidade varia de acordo com n. Assim, temos que
calcular z[n| para cada n nesse intervalo. Para n = —1, temos:

x[n] = Res { [z(zl—aJ (z — a)}zo_a + Res { [z(zl—a)] (z)}zlzo

S
N 0' z z0=a 0' z 21=0

—al-at=0

Para n = —2, temos novamente 2 pélos. Entretanto, o pdlo z; =0
agora possui multiplicidade 2. Assim, temos:

Por indugdo, z[n] = 0 para n < 0. Como resultado final temos
z[n] = a"u[n].

\ 7

Uma maneira ficil de lidar com valores de x[n| para n < 0 é alterar a
relagdo entre x[n] e X (z) no calculo da Transformada Inversa de Z. Fazendo
z= ]%, onde p também é uma varidvel complexa, temos p = e 1 e:

1 1
wln] = o — y§ X()p“l(—l)p?dp
21y / P T

z=el¥r

Note que a integral de linha agora é no sentido HORARIO. Reorganizando
tal equacao, temos:

1 1
rn| = — X() p " tdp 5.9
=5 X( (59)

Com a troca de varidveis (p por z), os p6los que eram internos ao circulo
de raio r (caminho fechado C') passam a ser externos ao circulo de raio %
(caminho fechado C”) e vice-versa. O calculo dos residuos, entdo, restringe-

se aos pdlos internos ao caminho fechado ¢ através de:

s—1\y/
Res [X(l) p "1 para p = pz} = 1 d \Il_(p) (5.10)
» G-t |
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com:

U (p) |p=p, (1) 1
— R = X[ =) p " = V(D) pps = [X<) p‘”‘l} (p—pi)°
(p—pi)* P e P '

Na pratica, a Equacao 5.9 s6 é empregada para n < 0, enquanto que a
Equacao 5.5 para n > 0.

e 3
continuacao do exemplo anterior:

Calculando novamente z[n| para n < 0, usando 5.5 temos:

1 p—n—l

::5%}7 C'l — ap

x[n] dz
Para n < 0, ndo existem pdlos internos a C’. Logo x[n] = 0 para
n < 0, confirmando os resultados usando a forca-bruta.

\ 7

Como vimos, o processo consiste em determinar a equacio final X (z)z" 1
e determinar seus polos. Com base nesses poélos e sua localizacdo em relagao
ao caminho fechado C (obtido a a partir da ROC de X (z), podemos calcular
os residuos, que diretamente fornecem as componentes para z[n).

([ Exemplos de calculo de Transformada Inversa de Z: )

Neste primeiro exemplo, seja:

Para n > 0 encontramos 2 pélos internos de X (z)z"~! em C (ou

seja, 2 = % ez = %) Logo:

ofn] = Res { (2(31) (2) _;)] (--3) }
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Para n < 0, ndo ha pdlos externos de X (2)z" ! em C. Logo, a

solucao final é: n n
=P ()

Agora considere:

2>
3

Para n < 0, ndo hd pélos externos de X (2)z"~! em C. Entretanto,

para n > 0, temos 3 pélos internos de X (2)z"~! em C (ou seja, z = 1,

z:%ez:O). Logo:

x[n] = Res {

AL
e e G
(i)
R
SUE L
_ {12 <i)n 6 <;>"} uln] — 65[n]
Note que o valor —64[n| vem do fato de que para quando n = 0

o tltimo residuo é igual a —6(0)° = —6, ao passo que para n # 0, é
—6(0)" = 0.

\ 7

Em todos os exemplos apresentados até aqui, operamos com poténcias
positivas de z, inclusive para determinacgao dos zeros de diversos polinémios
(que resultam em pélos de X (z) ou X (z)z"~L.

5.5.2 Fracoes Parciais

Da mesma forma que na Transformada de Laplace, podemos usar a técnica
de fragoes parciais para calcular a Transformada Inversa de Z, basicamente
decompondo X (z), geralmente formada a partir de uma razdo entre dois
polindémios, em somatorio de fragoes cujas transformadas no dominio Z sao
facilmente obtidas.

Podemos representar qualquer razao entre polinémios por poténcias po-
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sitivas ou negativas de z. Ou seja:

M M
Z bkz_k 2V Z kaM—k

X(Z) — k:;o _ k;o _

Z akz_k M Z akzN_k
k=0 k=0

onde ¢, e dj sao os zeros e polos de X (z).

Tendo em vista tal decomposicdo, podemos assumir algumas situacoes
préticas para M e N. Se M < N e todos os POLOS de X (z) sdo de PRIMEIRA
ORDEM, entao:

s
—=

(1 - ckz_1>
(1 - dkz_l)

B
Il
—

S
=

>
Il
—

N
—_— 5.11
—1 1-— dkz_l ( )
com:
_ g .1
A = [X(z) (1 dpz )L:dk
~ )
Exemplo:
Seja:
1 1
X(z) = o 7>
I
Facilmente determinamos que as raizes de X (z) sao 4 e 2 Logo:
A A
X(z) = ——— + =
EOMES
com:
_ _ -1 — _
Al = [X(z) (1 17 )Ll 1
A= |x(2) (1- Lo =2
2= |X(2)(1- 97 1

Por inspecao em valores tabelados de pares de Transformada Z, temos
que a Transformada Inversa de Z de X (z) é

x[n] = — (le)nu[n] +2 (;)nu[n]

Assumindo agora que M > N e alguns POLOS de X (z) possuem ORDEM
SUPERIOR, temos:

S

Z Bz + Z 7t (5.12)
klk#l—dkz = ( l—dz )
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onde d; sdo os pélos com multiplicidade s, di, (k # ¢) sdo os p6los de ordem
1, Ay é definido a partir da Equagao 5.11, e:

O = ! { a- diwa(w‘l)]}

(s = m)l(=d) = | dw

w=d "
1

Para determinar B,, lancamos mao de divisdo longa entre polinémios.
Com base na ROC de X (z) e em algumas Transformadas Z tabeladas, como:

Bz 2 B,o[n —r]

A o
— kT Au(de)"uln] ou —Ag(dp) u[—n — 1]
1-— dkz—l
(~ ™)
Exemplo:
Seja
142271 4 272
X(z) = , >1
(Z) 1_ %271_{_%272 |Z’
(142717

- 1,— _
(1-3=1) -2
Como M = N = 2, entdo aplicamos a divisdo longa para obter o

termo By. Como a ROC envolve |z| > 1 entdo a série converge para
poténcias negativas de z. Assim, a divisao fica:

272427141 ‘ %z*Q — %zfl +1
—[z72-31+1] | 2
5211

Note que essa divisao longa foi feita de tal forma que a poténcia do
resto seja maior do que a poténcia do denominador. Esse é o critério
de parada para a divisdo longa. Assim:

—1+45271
(1 — %z*1> (1—-271)
Ay N Ao
(1 - %2—1) (1—271)
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com:

A = [X(z) (1 - ;Z1>L: =-9

ha=[xe) (1), =

Por inspecdo em valores tabelados de pares de Transformada Z,
temos que a Transformada Inversa de Z de X (z) é

2[n] = 25[n] — 9 <;>n uln] + 8u[n]

\ J

Note que em fragdes parciais operamos com poténcias NEGATIVAS de
z, pois os pares tabelados de Transformada Z sdo fornecidos dessa forma.
No entanto, para encontrar os pélos de X (z), fica mais facil operar com
poténcias POSITIVAS de z.

5.5.3 Expansao em Série de Poténcias

A expansio em série de poténcias atende a X (z) que ndo podem ser definidos
por uma razao de polinémios. Existem func¢oes em z que podem ser descritas
a partir da sua Série de Taylor.

Tal técnica se baseia na definicdo de Z{z[n|} (Equagao 5.2), ou seja:

+oo

X(z) = Z xzn] 27"

n=—oo

=t o[22 +x[-1]t + 20 + 2[1]z + 22272+ -

(5.13)

Assim, por inspegao podemos determinar z[n| que se encaixa na defini-
cao. Tal abordagem também é bastante util para sequéncias finitas.

r )
Exemplos:

Seja X (z) definida pela expressdo transcendental:
X(z) =log(14az™1)
Sabemos que a Série de Taylor de log(1 + x) é definida como:

400 n+1 n
log(l +x) = Z

n=1

Logo:

)n—l—l n .

-3 E

3
—_




Ou seja, por inspe¢do em relagdo a Equagao 5.13, a Transformada
Inversa de Z de X (z) é:

{(—1)”““:, n>1

Considere agora X (z) tal que:

1
1—az7V’

X(z) = 2] > [al

Vamos agora realizar uma divisdo longa de tal forma que a poténcia
do resto seja sempre menor do que a poténcia do denominador. Assim,
quando |z| > |a|, o resto tende a zero, assintoticamente.

1 1—az!
—[1 —az™!] l+az ' +a?272 4
+az"!
—laz7t —a?z7?
+a?z72
—[a?272 —a3273)
Assim, X(2) =1+ az" ' +a?272 +---. Por inspecio em relagio a

Equacao 5.13, a Transformada Inversa de Z de X (z) é z[n] = a"u[n].
Finalmente considere X (z) tal que:
PO E— 2] < lal
Z)= ——————, z a
1—az™t
Vamos agora realizar uma divisdo longa de tal forma que a poténcia
do resto seja sempre maior do que a poténcia do denominador. Assim,
quando |z| < |al, o resto tende a zero, assintoticamente.

1 1—az!
—[1 —a712] —a 2t —a222 4 a3
+a~ 1tz
[a 1zl —a=222
+a7222
—[a722% —a732%)

96
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Assim, X(2) = —a~'2! —a222 4+ .... Por inspecio em rela-
¢ao a Equagdo 5.13, a Transformada Inversa de Z de X(z) é z[n] =
—a"u[—n — 1].

A diferenca dessas duas divisoes longas reside nos valores permissi-
veis de z - ROC - que garantem convergéncia assintética (ou existéncia)
de X (z). Dessa forma, tais restrigoes impoe que com o aumento das
poténcias de z do resto no processo de divisdo longa, o resto devera
convergir para zero.

5.6 Propriedades da Transformada Z

A seguir serdo listadas varias propriedades da Transformada Z. O intuito é
mostrar que podemos encontrar rapidamente tal transformada de sequéncia
com caracteristicas especiais, com base em suas propriedades matemaéticas.
Tais propriedades terao ligagdo estreita com as propriedades da Transfor-
mada de Fourier Discreta no Tempo, da secao 3.3.

As propriedades a seguir assumem que se conhecemos X(z) para uma
dada sequéncia z[n], entdo podemos obter rapidamente sua Z{z[n]} de uma
dada sequéncia que apresente alguma caracteristicas especifica em relagao
x[n], ou seja:

x[n] EIN X(z), ROC : R,

Transformada Z de sequéncia conjugada

2[n] <25 X(2) <= 2%[n] <2 X*(2¥) (5.14)
ROC : R, <= ROC : R, '
Demonstragao. A partir de Z°{x[n]}, temos:
+00
n=—00
Aplicando o conjugado em ambos os termos, temos:
+00 * +00 . +00
(X (2)]" = [ > aln] 2_"] = D ) = > 2Tl ()"

Substituindo w = z* temos finalmente:

—+00
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Linearidade

Seja uma sequéncia qualquer z[n] que pode ser decomposta linearmente na
soma ponderada de duas outras sequéncias (z1[n] e z2[n]), com a,b € C e:

z1[n] <25 X1(z),  ROC: Ry,
xa[n] EAN Xo(2), ROC : R,

A Transformada Z é linear, pois:

z[n] = a z1[n] + b 22n] <2 X(2) = aXi(2) + bXa(2)

(5.15)
ROC' : Ry, N Ry,

Demonstragio. Calculando Z{z[n|}, obtemos:

+o0
X(z) = Z x[n] 27"
n——i_oooo
= _Z {a z1[n] + b x2[n]} 27"
N +o00 +o0o
_a{ Z x1[n] z‘”}+b{ _z: x2[n] z_”}

=aXi(z) +bXa(z)

A ROC de X(z) deve ser tal que um valor zy qualquer deve pertencer
simultaneamente & ROC de X;(z) e X5(z). Assim, a ROC de X(z) é a
intersecao das ROC’s de X1(z) e Xa(%).

O

E importante salientar que na determinacio da ROC de X (z) alguns
pélos de Xi(z) podem ser cancelados com zeros de Xa(z) (e vice-versa),
fazendo com que a ROC de X (z) tenha maior dimensao do que as ROC’s
individuais de X1(z) e Xa(z).

Deslocamento no tempo

Considere a sequéncia z[n], cuja Transformada Z é conhecida. Se deslocar-
mos suas amostras em ng amostras (ng € Z), Z{x[n —ngl} é:

x[n] & X (z) <= z[n — ng] & 2 "X (z)

(5.16)
ROC : R, < ROC : R},

A ROC R; pode ser uma versao simplificada de R, pois o termo z~"d

pode eliminar ou adicionar pdlos em z = 0 ou z = o0.
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Demonstragio. Calculando a Transformada Z de 2'[n] = z[n — ng], temos:
+o00o
X'(z) = Z x[n—ngl 27"

n=—oo

Trocando de varidveis (m = n — ng, ou seja, n = m + ng), temos:

+oo
X'(2) = Z z[m] z~(m+na)
(m+ng)=—oc0
“+o0o
=z M Z xfm] 27 = 2" X (2)

Quando a ROC de X(z), o termo z7"¢ pode adicionar ou remover pélos
em z = 0 ou z = 00, dependendo de X(z) e de ng. O

Deslocamento em z

Considere a sequéncia x[n], cuja Transformada Z é conhecida. Se a modu-
larmos por uma sequéncia zj complexa, sua Transformada Z é:
z

z[n] <2 X(2) <= 2Ma[n] < X<ZO>

(5.17)
ROC : R, <= ROC : |z| R,

Demonstragdo. Calculando a Transformada Z da sequéncia modulada, te-
mos:

X'(z) = n:fm zp xn] 27" = n:fwx[n] (zzo) - X(zzo>

Para o calculo da ROC de X (z/zp), levamos em conta que originalmente
a ROC de X (z) pode ser descrita pelo seguinte anel:

raioe < |z| < raiog
Como trocamos de varidvel (pela modulag¢ao), a ROC de X (z/zp) é:

z < raiog = raio, < ﬂ < raiog =
20 |20

|z0| raioe < |z| < |20| raiog

raio, <
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Modulagao de degrau por cossendide:

Seja a seguinte sequéncia

x[n] = r" cos(won)u[n]
Aplicando a relagao de Euler (Equagao 2.19), temos:
1 N | . o\n
— 2 (edwo 2 pe—iwo
x[n] = 5 (re ) + 5 (re )

Logo, 2o = re/*0. Assim, 2°{z[n]} é (por essa propriedade):

N[

1
X(z) = —2 3

_.|_
1—2z02z7t  1—2zz
1-— (%zé + %zo) 271
1= (20+28) 27t + 2025272
L (g

1—92r (%) + 12 [e(—Jwotiwo)] z=2

1 —rcos(wp)zt

1 —rcos(wy) +r2z—2

com a ROC de X (z) igual a |z| > r, pois a ROC de Z{u[n|} é |z| > r.

\.

Reversao temporal
Considere a sequéncia x[n], cuja Transformada Z é conhecida. Se reverter-

mos tal sequéncia, sua Transformada Z é:

2[n] <25 X(2) <= a[—n] <2 X*(1/2)
(5.18)

ROC : R, <— ROC :

&)=

Se z[n] € R, entao,
ol-n] <% X(1/2),  ROC = Ri

T
Diferenciacao em z
Seja uma sequéncia qualquer x[n], cuja Transformada Z é conhecida. Se a

modularmos por uma sequéncia linearmente crescente, sua Transformada Z

é: 7 @ dX(Z)
zln] = X(2) <= nzln] «— —2— (5.19)

ROC : R, < ROC : R,
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Demonstragio. Considere a Transformada Z de z[n]:
+oo

n=—oo

Diferenciando ambos os termos da igualdade em relacao a z, temos:

+0o0
d);iz) = Z z[n] 27" (—n)

n=—oo

Multiplicando por —z, temos:

z =
P S el

n=—oo

onde n x[n] é a sequéncia modulada. O

Teorema da convolugao

O teorema da convolugao diz que a convolugao de duas sequéncias no domi-
nio do tempo é equivalente a modulagdo das Transformadas Z dessas duas
sequéncias, no dominio z.

Ou seja, se:
x1[n] JEIN X1(2), ROC : Ry,
x2[n] AN Xo(2), ROC' : Ry,
Entao:
z[n] = x1[n] * x2[n] LN X(z2) = X1(2)X32(2), ROC D {R;, N Ry, }

(5.20)

Demonstragio. Considere Z{x[n]}:
400

X(z) = _Z: zn] 27"
+oo +oo
= > { > acl[k]m[n—k]} z "
n=—o00 |\ k=—o0
+00 +oo
= Z xl[kz]{ Z xo[n — k] zn}
k=—00 n=-—00

Por troca de varidveis (n — k = m, ou seja, n = k + m), temos:

“+oo “+oo
X(z) = Z xl[k‘}{ Z xa[n] z_m}z_k

k=—0c0 m=—00
“+00
= X5(2) Z z1[k] z7F
k=—0o0

= X5(2)X1(2)
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Teorema da modulacao

Analogamente ao teorema da convolugdo, temos que a modulagdo de duas
sequéncias no dominio do tempo é equivalente a convolucao de suas Trans-
formadas Z, no dominio z.

Ou seja, se:
z1n] <25 X1(2),  ROC: Ry, < |2| < Ruys
2an] <% X3(2),  ROC : Ry, < |2| < Ruys

(Agora definimos as regides de convergéncia através da descricio de um
anel. Tal definicdo pode ser expandida para circulos quando ndo héa limite
inferior nas inequagoes).

Entao:

%ﬂﬁ X1 (2/0) Xa(v)o~Ldv

X(z X1(v)Xa(
271']% i 2(z/v)v”
ROC 1R117 : Rz27 < |Z’ < leJr : RI2+
Demonstragao. Pela definicao de Z°{z[n]}, temos:

(5.21)

—+00

X(z) = Z x1[n]zon] 27"

n=—oo

Mas, pela definicio de Z71{X5(2)} (Equacio 5.5), ou seja:

1
1'2[77,] = w%}(g(?))ﬂnldv

Entao:
X(z) = nioooxl[n} {2;] CXQ(v)vnldv} 27"
277] cn;m <i> - v d
= 271r] szzox[n] (i) —n] X (v)v~tdv

?ﬁxl 2 /0) Xo(v)o~Ldv

A definigdo da ROC de X(z) depende da simplificacio que pélos de
X1(z) podem produzir quando sobrepostos com zeros de X5(z), e vice-versa,
podendo expandir a definicdo da ROC apresenta nessa propriedade.

27Tj

O
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Teorema de Parseval

Como vimos anteriormente (se¢do 3.3.2), o teorema de Parseval define que a
energia total de um sistema é a soma das contribuigoes das energias distri-
buidas em cada uma das freqiiéncias normalizadas w considerando z = rel.

io ] *[]—1§1§X()X*(1/ “o~ld (5.22)
x1n$2n—2ﬂjclv 5(L/v" v dv .

n=—oo

Ou, para z1[n] = z2[n] = z[n]:

400 1 ) .
ngﬂwzﬁcmmmwvm (5.23)

Teorema do valor inicial

O teorema do valor inicial lida com a condicao assintética de X (z). Se z[n]
é causal, entao:
z[0] = lim X(z) (5.24)

Z—r+00

Pares de transformadas

Segue agora uma relacdo de diversas Transformadas Z, cuja prova pode ser
obtida diretamente das equacdes 5.2.

S[n] <25 1 zeC

|z| > 1

—ul-n —1] +— T |z| <1
Z, —n
dn —ng) «— 27" z2#0,ng >0
Z, —n
dn —ng) «— z7™ z # 00,ng <0
a™un| AN LI |z] > |al
1—az"!
7 1
—a"u[-n — 1] +— |z| < |al

1—az"1
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-1

nauln) += @
I e 21> Jo
§ -1
—na"u[-n — 1] <% @z
e 21 <o
fcos(won)] ulr] < ¥ 1 — [cos(wp)] 271
1—[2cos(wp)] 27t + 272 21> 1
) 1 — [sin(wp)] 27 ¢
[sin(won)] u[n] < z 0
L P Y ) P e 21> 1
[r™ cos(won)] uln z, L= [rcos(w)] =7
] 1 — [2rcos(wp)] 271 + 12272 2l >
: -1
[r™ sin(won)] u[n] < z [ sin(wo)] 2
] 1 — [2r cos(wp)] 21 + 12272 2l >
a’, 0<n<N-1 # 1—aVzN
0, c.c. ) 1—az™! 121> 0



Capitulo 6

Analise de Sistemas Lineares
Invariantes no Tempo

Neste capitulo analisaremos qual o comportamento de um sistema linear
e invariante no tempo em relacdo a diversos pardmetros. A restricdo a tal
sistema é motivada pelo fato de que nesse sistema podemos facilmente isolar
os efeitos do mesmo sobre o sinal na forma de uma resposta ao impulso e
consequente resposta em freqiiéncia.

Em nossas anédlises, usaremos tanto a Transformada Z como a Transfor-
mada de Fourier Discreta no Tempo, pois ja sabemos que elas sdo intercam-
bidveis de acordo com condic¢bes especificas.

6.1 Magnitude e Fase

Como vimos anteriormente, a resposta em freqiiéncia de um sistema linear
e invariante no tempo h[n] é H(e). Pelo teorema da convolucdo (Secao
3.3.2), sabemos que dado um sinal de entrada x[n], sua saida é definida, no
dominios temporal e espectral, por:
y[n] = z[n] x h[h]
V(™) = X(e*) H(e™)
Podemos decompor a resposta em freqiiéncia da sequéncia de saida em

relagdo a magnitude e fase das respostas em freqiiéncia da sequéncias de
entrada e da resposta ao impulso do sistema, ou seja:

Y (e)] = |X(e™)] [H(e”)]
LY (e) = £X (™) + LH (™)

Demonstragdo. Pela definicao:

Y(e™) = [Y ()] V)

105
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A convolug¢do no tempo implica em modulacdo em freqiiéncia. Assim:

X(e*) H(e™) = |X ()] X |H(er)] M)

= | X ()] [H(e™)] e Xt er) -

Com essa decomposicao da saida, podemos analisar quais os efeitos que
o sistema produzira, em termos de magnitude e fase, nessa sequéncia de
entrada, cujas caracteristicas espectrais sdo conhecidas. Logo, convenciona-
se chamar tais efeitos de DISTORGAO em magnitude e fase.

e )
Exemplos:

Considere um filtro passa-baixas ideal, definido por:

1, lw| < we
0, we < |w| <7

Hy, (™) = {

Calculando FTy1{Hip(€™)}, temos:

sen(wen
hlp:i'nC)’ nez

Analisando as caracteristicas desse sistema, notamos que:

e NAO é causal;

e Sua resposta ao impulso NAO é computacionalmente realizdvel,
e Sua resposta em fase £ ZERO (ou nula).

Outro sistema conhecido é o atrasador ideal, definido por:
hig = d[n — nyg]
Sua resposta em freqiiéncia é:
Hiq(e?) = ™%

Em termos de magnitude e freqiiéncia, o atrasador ideal é definido
por:
[Hia(e’)] =1

wl<m
ZHid(ejw) = —wWnq | |

Uma rapida andlise da magnitude e fase desse sistema mostra que
sua fase é linear (em relagdo a w).
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Finalmente, se combinarmos ambos os sistemas em cascata (filtro
passa-baixas e atrasador, ambos ideais), temos (lembrando que convolu-
¢ao no tempo é modulagao em freqiiéncia) como resposta em freqiiéncia:

—Jjwng <
H(e™) = Higle®) Hale) = 40700 M=
we < lw| <7

)
E como resposta ao impulso:

h[n] = Sen:(u;(i ;dgld) ), ne’z

As caracteristicas desse novo sistema sdo:

e E um filtro passa-baixas com FASE LINEAR;

e Ainda NAO é causal (independente de ng).

\ 7

Considerando agora que qualquer sistema pode ser reescrito através de
uma equagao de diferenca linear com coeficientes constantes (Segao 2.3.7),
podemos analisar qual a influéncia dos pdlos e zeros na magnitude e fase do
sistema.

Pela Equagao 2.30, temos:

N M
Z aryln — k| = Z brx[n — k|
k=0 k=0

Aplicando a Transformada Z em ambos os lados dessa equacédo, e usando
as propriedades de linearidade e deslocamento no tempo, temos:

N M
Z arz *Y (2) = Z bz X (2)
k=0 k=0

N M
Y(z) lz akz_k] = X(2) [Z bkz_k]
k=0 k=0

Isolando Y (z) e X(z) em um lado da equacao, temos:
_ Z]k\/lzo bz "
Z}Ig\[:o apz=k

Se fatorarmos os polinémios do numerador e do denominador em termos
de 271, temos:

Y(z)
X(z)

= H(z)

_ H{c\/lzl(l —cpzt)
Hi]cvzl(l —diz1)

onde ¢, é 0 k-ésimo zero de H(z) e dj é o k-ésimo pélo de H(z).

H(z)
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Essa fatoragdo tem por objetivo permitir que analisemos os efeitos dos
polos e zeros de um sistema linear e invariante no tempo em sua magnitude
e fase, analogamente ao que ocorre quando analisamos o diagrama de Bode
para sistemas continuos.

6.2 Estabilidade e Causalidade

Como sabemos da Transformada Z, diversos sistemas podem apresentar uma
mesma equacao descritiva para H(z) com diferentes ROC’s. Como vimos na
Secao 5.4, podemos definir a estabilidade e causalidade de um determinado
sistema H(z) através das caracteristicas de sua ROC, ou seja:

Um sistema serd causal se, e somente se, sua ROC incluir |z| = co. De
maneira analoga, um sistema sera estavel se, e somente se, sua ROC incluir
|z| = 1.

~ )
Exemplo:

Considere o seguinte sistema definido por sua equagdo de diferengas
lineares com coeficientes constantes:

yln] — Syln — 1]+ yln — 2] = afn

com y[—1] = 0 e y[—2] = 0. Usando a Transformada Z, como vimos
anteriormente, temos:

1 1
C1-5xl4 2 (1 _ lzfl) (1—2271)

H(z)
2

Tal expressao implica em trés possiveis ROC’s:
e |z| > 2 produz um sistema causal e instavel;
e 3 < |z| <2 produz um sistema nao causal e estével;

o 2| < % produz um sistema nao causal e instével.

\. J

Assim, dependendo da definicdo do tipo de sistema em relacdo a causali-
dade e estabilidade, podemos determinar a resposta do impulso (h[n]) desse
sistema a partir de seu H(z).

Considere agora um sistema descrito por:

M-N N Ak
H(z) = B,z + —_
( ) ; kgl 1-— dkz—l
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Assumindo que o sistema é causal, temos:
M—N N
hin] = Z B,o[n —r] + Z Agdiu[n]
r=0 k=1

Com essas suposigoes, chegamos a duas classes de sistemas:

1. Pelo menos 1 (um) poélo ndo-nulo nao é cancelado por um zero. Assim,
existird pelo menos 1 (um) termo da forma Aidju[n], e, consequente-
mente, h[n] terA DURAGAO INFINITA.

2. Nao ha podlos, exceto em z = 0. Assim teremos apenas polindémios da
forma b,z7", e, consequentemente, h[n| terd DURAGAO FINITA.

Classes de sistemas:

Seja h[n] definido pela seguinte equacao de diferengas finitas:
yln] — ay[n — 1] = z[n]

Sua transformada Z produz:

1 z
H(z) = =
() == ll<ldl

Nesse sistema, temos 1 pélo em z = a e 1 zero em z = 0. Se
garantirmos que o sistema ¢é estével, |a| < 1. Logo:

hin] = a"u[n]

Tal sistema é notadamente de resposta infinita, contendo 1 podlo
nao-nulo. Considere agora o sistema descrito pela seguinte resposta ao
impulso:

a” 0<n<<M
hln] = ’ -
0, c.c

Neste caso, sua transformada Z produz:

M M4+1,-M-1 M+1 M+1
1—a z z —a
_ n,—n __ _
H(z) =) a"s " = 1—az"1! - ZM(z—a)
n=0

Uma andlise preliminar indica que temos M + 1 zeros dispostos
uniformemente ao redor do circulo de raio a conforme a expressao:

2 = a & MFT k=0,1,--- .M
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Também temos, preliminarmente, pélos em z = 0 (com multiplici-
dade M) e em z = a. Entretanto esse tltimo pdlo simplifica-se com um
dos zeros (zero em z = a). Logo temos:

M
yln] = Z aFxn — k]
k=0

yln] — ayln — 1] = z[n] — ™+ aln — (M +1)]

Cuja resposta ao impulso é finita.

6.3 Sistemas Inversos

Um sistema H;(z) é dito ser inverso de um sistema H(z) se, e somente se:
H(z)-Hi(z) =1

1 (6.1)
H(z)

HI(Z) =

Aplicando a Transformada inversa de Z, temos que tal relagdo no dominio
do “tempo” é dada por:
hln] * hi[n] = d[n] (6.2)

Considerando a relagio existente entre Transformada Z e a DTFT temos

que:
1

H(er)

Hi(e™) =

Logo:
log(|XejwH;|?) = —log | XejwH;|?
ZH(e?) = —/H;(e)

Percebemos pela relacdo anterior que um sistema inverso (h;[n]) pro-
duz magnitude e fase negativas em relacdo a magnitude e fase dos sistema
original (h[n]).

Entretanto, nem todos os sistemas possuem sistema inverso. Sistemas
como os filtros passa-baixas, por exemplo, anulam componentes espectrais
impedindo sua restauracao por qualquer sistema inverso que seja projetado.

Considerando que existem sistemas podem ser reescritos em termos de
pélos e zeros, como:
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Entao, seu inverso é definido por:

=

(1—dk271)
() = (20 k=1
Hi(z) <b0> ﬁu_ .
k=1 ’

Intuitivamente os pélos e zeros de H(z) tornam-se zeros e pélos de H;(z),
respectivamente. Assim, o sistema inverso tem sua estabilidade definida pela
posigao dos zeros de H(z). Logo, um sistema inverso é estavel se todos os
zeros do sistema original forem internos ao circulo unitario.

Para avaliar a ROC de H;(z) consideramos a teoria da convolugao, pois
sabemos que H(z) - H;(z) = 1. Com base nos pélos de ambos os sistemas,
a ROC de H;(z) deve ser tal que as ROC’s de H(z) e H;(z) produzam um
conjunto em z nao-nulo (ou seja, que ambas as ROC’s se sobreponham no
plano complexo).

Mais ainda, se H(z) for causal, entdo a ROC deve incluir a restrigao de
que |z| > maxy |cg|.

e “
Exemplo:

Considere o seguinte sistema:

_1-05z7"!

A(z) = 1= 0,921’

ROC : |z| > 0,9

O sistema inverso é obtido através da Equacgdo 6.1, ou seja:

1
1—0,5z"1

1-0,9271 1
= —— = -0,927"
1-052"1 1-05"1 -

Hl(z)

As possiveis ROC’s de H;(z) sdo |z| > 0,5 e |z| < 0,5. Para que haja
sobreposicao entre as ROC’s de H(z) e H;(z) é necessario que a ROC
de H;(z) seja tal que |z| > 0,5. Dessa forma, a resposta ao impulso do
sistema inverso é:

hi[n] = 0,5™u[n] — 0,9(0,5)" tu[n — 1]

Logo, tal sistema é estével (por incluir o circulo unitdrio em sua
ROC) e é causal.
Considere agora o seguintes sistema:

271 —05

H(z) =12 0,921’

ROC :|z| > 0,9
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Seu inverso é:

_1-09z71 —2

Hi(z)= g =7 o1 T 18

1—2z71

As possiveis ROC’s de H;(z) sdo |z| > 2 e |z| < 2. Ambas garantem
que haja sobreposigao entre as ROC’s de H(z) e H;(z). Dessa forma,
as respostas ao impulso do sistema inverso sao:

hi[n] = 2(2)"u[—n — 1] — 1.8(2)" 'u[—n], |z] <2
hiln] = —2(2)"u[n] + 1,8(2)" Luln — 1], 2| > 2

Para |z| < 2, temos um sistema que ¢é estével e ndo-causal, enquanto
que para |z| > 2, temos um sistema que é instavel e causal. Assim, o
sistema H(z) admite dois sistemas inversos.

\ 7

Generalizando, temos que dado um sistema H(z), que seja causal, com
zeros ¢, (1 < k < M), o seu sistema inverso, H;(z), serd causal se, e somente
se, a ROC de H;(z) for tal que |z| > maxy |cg|.

Se H(z) também ¢é estavel, H;(z) serd estével se, e somente se, a ROC
de H;(z) incluir o circulo unitdrio, ou seja, maxy |cx| < 1.

Em termos de zeros e poélos, tais condigoes exigem que todos os zeros e
pélos de H(z) estejam DENTRO do circulo unitdrio. Tal sistema também é
dito ser de minima fase, consideracao que faremos na Sec¢éo 6.6.

6.4 Resposta em Freqiiéncia para Sistemas basea-
dos em Funcoes Racionais

Para analisar melhor o comportamento de sistemas em termos de sua res-
posta em freqiiencia, vamos analisar a relagdo entre polos e zeros em relagao
a sua magnitude e fase.

Considere o seguinte sistema genérico definido pela razao entre dois po-

linbémios. " .
. Zk:o brz™

~ &N _
> p—o apzF

Se o analisarmos em pontos z do circulo unitario, obtemos rapidamente
sua DTFT, ou seja:

H(z)

B Z]k\/[:O bkefjwk:
Yhlg are

Expressando H (e/*) em termos de pélos (dj, e zeros (ci) (por fatoracao),

temos: " -
) = (1) e
ao/) [lp=q (1 —dre )

H(e™)
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A magnitude desse sistema é definida por:

TIAL (1 — exe™)]
TTL (1 — de=)|

Como |H(e™)|* = H(e™) H*(e), entdo:

bo

ao

[H ()| =

bo

ao

2T, (1 — epe™) (1 — che™)
[Tily (1= dye=2) (1 — dier)

(H(e)? =

Aplicando o log para obter a magnitude em decibéis (ndo esquecendo
que usamos efetivamente 10log;, para obter valores em dB), temos:

bo

20logyo [H(e’)| = 201logy
ap

M

+ Z 20log o |1 — cke™| (6.3)
k=1

M
— Z 20 loglo |1 — dke_'jw‘
k=1

E bom salientar algumas propriedades bésicas do logaritmo (logyq())
para as analises de resposta em freqiiéncia. Particularmente:

|H(e™)| =1 — 0dB
|H(e™)| =10" — 20m dB
|H(e™)|=2" — 6mdB

Em relacao a fase, temos que:
b M M
LH()= L2 43 21 —cpe™) =Y £ (1 — dpe™) (6.4)
a3 k=1

O célculo do angulo é realizado através da funcao arctan(), que fornece
apenas o assim chamado valor principal, ou seja:

—m < arctan H(e’) < +m
Assim, o valor efetivo do dngulo de H () é:
ZH(e’) = arctan H(e’) + 27r(w)

Todas essas analises nos levam a alguns resultados importantes. Os pélos
de um sistema linear e invariante no tempo AMPLIFICAM componentes espec-
trais da sequéncia de entrada, pois se observarmos a Equacio 6.3 notaremos
a medida que nos aproximamos de um pdlo dj, temos:

e =21 ad ' = —20 logo(1 — dre ™) — +o0
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Analogamente, os zeros de um sistema linear e invariante no tempo ATE-
NUAM componentes espectrais da sequéncia de entrada, pois a medida que
nos aproximamos de um zero cy, temos:

e =2t = +20 log(1 — cre ™) — —o0

Note que a atenuacao torna-se um valor positivo quanto sua magnitude
|H (e’)| é menor que a unidade (< 1). Por exemplo, uma atenuagao de -60
dB em uma dada freqiiéncia wy significa que |H (e?*°)| = 0,001.

Pélos e zeros também sdo uteis para compensar (atrasando ou adian-
tando) componentes espectrais de acordo suas posigoes ao longo do circulo
unitario, conforme mostra a Equacao 6.4. Com relagao a fase, é importante
notar que os calculos numéricos usando arctan podem produzir descontinui-
dades. Assim, a cada descontinuidade, devemos somar multiplos de 27 para
obter a curva de fase corrigida de um sistema em anéalise.

r )
Exemplo:

Considere o termo (1 — zoz_l), que pode ser tanto um pdlo quanto um
zero. Decompondo zy em coordenadas polares, ou seja, zg = rel?, e
analisando o termo sobre o circulo unitario, temos:

(1-s7) = (1 r0te )
A magnitude desse termo é descrita (em func¢ao de w) por:
101ogyg ‘(1 - Teﬁe—ﬂ") ‘2 = 10log;, [(1 — re_jae+jw) (1 — rejee_jw)}
= 10log; [(1 + 72 — 2r cos(w — 0))}

Sua fase é descrita por:

rsin(w — 6) }

arctan [1 - rejee_j“’} = arctan [1 — rcos(w = 6)

Graficamente temos que esse termo possui a seguinte resposta em
magnitude e fase:
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|H(e")| em dB
)
ZH(E")
'

Figura 6.1: Resposta em magnitude e fase de (1 — zp2™1), com 0 = 7.

Note que a maxima atenuagao ocorre exatamente em w = 6, pois:
w=0 = cos(w—0)=1= 10log,, (1 +r? - Qr) serd minimo.
Ja a amplificacdo méxima ocorre exatamente em w — 6 = m, pois:

w—0=m= cos(w—0) =—-1=10log;, (1 +72 4 2r) serd maxima.

6.5 Sistemas Passa-Tudo

O sistema passa-tudo leva esse nome porque nao atenua nem amplifica qual-
quer componente espectral de uma sequéncia de entrada. Sua agao é alterar
a fase da sequéncia de entrada.
Matematicamente um sistema passa-tudo de primeira ordem ¢é definido
por:
27l — g

Hap(2) (6.5)

T 1 _ax !
onde a € C.
Reescrevendo a Equacao 6.5 em termos de w (ou seja, z = /), temos:

e —q* (1 —a*e )
H JOoy — — = —eTw:r - - 7 .
ap(¢™) 1—aem  © (1 —ae=w) (6:6)
Calculando a magnitude de H,p(e?), temos:
|Hop (e7)) = 1(1 —a*e’) (1 —ae™?) 1
b (1 —ae %) (1—a*ew)
Logo,
|Hap(e™)] =1 (6.7)

Geometricamente (no plano z), um sistema passa-tudo de primeira or-
dem é representado por um pélo em a e um zero em 1/a* (no reciproco do
conjugado de a) conforme Figura 6.2.
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Parte Imaginaria
o

0
Parte Real

Figura 6.2: Representagao dos pélos e zeros de um sistema passa-tudo de
primeira ordem.

A fase desse sistema passa-tudo de primeira ordem ¢é definida por:

eI — peif

1 —reife—w

rsen(w — )

LHap(e) = Z[ ) (6.8)

] = —w— 2arctaﬂ(1 —rcos(w —0)

onde a = re7? na Equacao 6.6.

Demonstragdo. Considere um sistema passa-tudo de primeira ordem cuja
resposta em freqiiéncia é definida pela Equacdo 6.6, com a = re 7°.
Sua fase é descrita por:

e — peI9
LHaple™) = £ [1_@]

_ e | 12 re/ @0 1 _
1 —re—i(w+0)
=/Le W+ /L (1 — rej(“+9)) —Z (1 - re*j(‘”w))
Decompondo no plano complexo, temos:

LHyp(e") = —w + ZL[1 —rcos(w + 0) — jrsen(w + 0)]
— Z[1 —rcos(w+6)+ jrsen(w + 0)]

Logo,
—rsen(w + 0) rsen(w + 6)
L Hop (™) = — -
p(e™) w + axctan( 1 —rcos(w+ 0)) arctan(l — rcos(w + 9))
rsen(w + )

= —w — 2arctan(

)

1 —rcos(w+0)
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O]

A forma mais geral de um sistema passa-tudo pode envolver multiplos
pares de poélos e zeros reais (em total M, ) e multiplos pares de pélos e zeros
complexos (em total M,.). A separagdo entre reais e complexos se deve ao
fato que sua aplicacao se dara sobre sequéncias reais, cujas representacoes es-
pectrais apresentam simetria em relacdo ao eixo das abscissas. Dessa forma,
uma alteragdo espectral nas componentes espectrais de 0 até m também deve
ser realizada naquelas simétricas localizadas entre 7 e 2.

Assim,
T (A \ T (G e )
Hap(2) = kl;[l <1—dkz—1> kl;Il ((1 —epz (1 — 622_1)> (6.9)

onde d, € R, ¢, € C.

Para que este sistema seja causal e estavel, devemos garantir que |dg| < 1
e lex| < 1.

Se considerarmos um sistema de segunda ordem baseado na Equagao 6.9,
contendo um par de pélos complexos em ey = rel?, sua fase é analiticamente
descrita por:

(eﬁw — re*ﬁ) (e*]w — re*je)

/ZH N =/ - .
ap(€™) (1 —reife=2) (1 — re=ife—a)

rsen(w + )

1 —7rcos(w+ 9))

(6.10)

Geometricamente (no plano z), um sistema passa-tudo de terceira ordem

(envolvendo dois pares de pdlos-zeros complexos e um par de pdlos-zeros
real) conforme Figura 6.3.

rsen(w — )

= —2w — 2arctan( ) — 2arctan(

1 —rcos(w—0)
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Figura 6.3: Representagao dos pélos e zeros de um sistema passa-tudo de
terceira ordem.

Note que a adi¢cao de novos pares de polos e zeros produz naturamente re-
dugdes do angulo (para qualquer freqiiéncia w) quando analisamos as Equa-
¢oes 6.8 e 6.10. Este resultado sera util quando falamos de sistemas de fase
minima.

e )
Exemplo:

Considere dois sistemas passa-tudo de primeira ordem (Equagao 6.5)
definidos por a; = 0.9 e as = —0.9. Isso implica em r; = ro = 0.9 com
61 = 0 e 6 = m. Como sabemos que |H,p(w)| = 1, podemos analisar
entdo como é fase desses sistemas através da Figura 6.4.

ZH(@E")
°
ZH(@E")
IS b

Figura 6.4: Fase de um sistema passa-tudo de primeira ordem (com e
sem limitagao de intervalo igual a 27).

Ambos os graficos na Figura 6.4 sdo os mesmos. A diferenga é que
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o primeiro é obtido usando a funcao arctan(), cuja imagem é —7 <
w < +7 e apresenta uma descontinuidade em w = 7. Efetivamente, se
"desdobrarmos'essa curva descontinua, obtemos a fungdao do angulo de
fase do sistema passa-tudo.

A primeira utilidade de um sistema de passa-tudo é representar compen-
sadores para distor¢ao de fase. Como vimos, uma cuidadosa alocacao dos
pares de pélos e zeros pode resultador em correcao de atrasos e avancos da
sequéncia ou sistema analisados.

Outra utilidade é permitir transformar sistemas passa-baixas em outros
sistemas (como passa-baixas em diferentes freqiiéncias de corte, passa-altas,
passa-banda e rejeita-banda). Posteriormente tais transformagoes serdo me-
lhor definidas.

6.6 Sistemas de Minima Fase

Considere primeiramente um sistema que é causal e estavel. Tal sistema
tem seus polos dentro do circulo unitario, de tal forma que sua regido de
convergéncia (que é externa ao pélo de maior médulo, pela causalidade)
inclua |z| < 1.

Note que os critérios de estabilidade e causalidade apenas afetam os polos
do sistema. Nada é mencionado a respeito dos seus zeros. Adicionamos res-
trigdes a posicao dos zeros quando exigimos que esse sistema seja inversivel,
o que implica em todos os zeros situarem-se dentro do circulo unitario.

Tal sistema (que é estavel e causal) também é chamado SISTEMA DE
MINIMA FASE quando esse sistema possui todos os zeros dentro do circulo
unitario.

Qualquer sistema H(z) pode ser decomposto em:

H(2) = Huin(2) - Hap() (6.11)

onde H,p(2) é um sistema passa-tudo e Hyin(2) é a versdo de minima fase
do sistema H(z).

Demonstragdo. Demonstracdo da Equagao 6.11

Assuma H(z) sendo estével e causal, e contendo um zero (z = 1/¢* com
lc| < 1) fora do circulo unitario e demais pélos e zeros dentro do circulo
unitario. Isso implica na seguinte representagao:

H(z)=Hi(2) - (z71 = ¢

Pela defini¢do, Hi(z) é um sistema de fase minima.
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Podemos reescrever H(z) como:
H(z)=Hi(2) - (z7' = ¢*) m—=T~

=Hi(2)-(1— cz—l) e 2

A partir dessa manipulacio algébrica temos que:

e Hi(2) - (1 — cz7!) é um sistema de fase minima (pois todos os seus
pdblos e zeros, incluindo o zero z = ¢, s@o internos ao circulo unitario.

(o),
-—— = é um sistema passa-tudo.
a =y t tud
—cz
Logo

H(Z) = Hmin(z) : Hap(Z)

Da definicdo, decorre que:
[H ()| = [Hmin(2)] - [Hap(2)]
= |Hmin(2)]
Ou seja, o sistema qualquer possui a mesma resposta em freqiiéncia do
seu equivalente de minima fase. Isso decorre também do fato de que a

magnitude espectral ndo é condi¢éo suficiente para definir um sistema linear
e invariante no tempo, pois:

[H(e™)| = H(e™) - H"(e’)
H(Z) ' H*(l/z*)’z:ejw
= C(Z)‘z:eﬂ"

onde C(z), que representa a resposta em freqiiéncia de H(z) quando con-
sideramos z = /¥, contém todos os polos e zeros de H(z), bem como seus
conjugados que pertencem a H*(1/z*).

Assim, ndo é possivel de H(z) unicamente a partir de C(z), pois pode-
mos escolher qualquer combinagéo de zeros (assumindo que H(z) é causal
e estavel, todos os seus pdélos sao internos ao circulo unitario e os pdlos
externos ao circulo unitdrio pertencem a H*(1/2*)) para compor H(z).

Restringindo a escolha com o intuito de formar um sistema de minima
fase, H(z) possuird todos os zeros internos ao circulo unitario de C(z), e os
zeros remanescentes pertencerao a H*(1/z*).

Essa caracteristica de sistemas lineares e invariantes no tempo de incom-
pletude na especificagdo de H(z) a partir de uma definicio de C(z) permite
encontrar um sistema Hyi,(2) possa ser obtido a partir qualquer sistema
H(z) sem minima fase, causal e estavel, bastando para isso refletir os zeros
fora do circulo unitario de H(z) para dentro do circulo unitério.
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6.6.1 Propriedade de fase minima

Também chamado de atraso de fase minima, deriva-se da definicdo de fase
de um sistema, qualquer, que é definido para um sistema qualquer como:

LH(2) = ZHmin(2) + LHap(2)

Mas na Secio 6.5 sabemos que ZH,,(2) < 0 para z = €/¥. Isto signi-
fica que os atrasos impostos as componentes espectrais de uma sequéncia
a ser filtrada por um sistema de minima fase serao SEMPRE MENORES que
qualquer outro sistema com a mesma magnitude da resposta em freqiiéncia
(equivalente sem minima fase), devido ao efeito imposto por ZHyp(2).
6.6.2 Propriedade de energia minima
Como |H(e’)| = |Hpin(e’)|, temos que:

0]} < |hmin[0]]

para qualquer sequéncia causal e estavel.

Demonstragdo. Demonstracdo da propriedade de energia minima.
Pela Equacao 5.24, temos:

hl0] = Zliﬂrgo H(z)

[h[0]| = | Jim_H(2)]

= lim |H(2)|

Z—00

A partir da Equacao 6.11, temos:

[A[0]] = lim | Hynin(2) - Hap(2)]

Z—00

lim |Hmin(z>| : ’Hap(2)|

Z—00

Zlggo | Hnin (2)]

‘ Pmin [O] ‘

IN A

IN

|2[0]]

A partir do teorema de Parseval (Secoes 3.3.2 e 5.6), sabemos que:

> [h[]? = (i ]
n=0 n=0

Definindo ‘energia’ como:
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Temos que:
E[n] < Enin(n]

> Irm]* < Y [hwinlm]|?
m=0 m=0

Tal expressao significa que a energia das primeiras m amostras é mais
concentrada em um sistema de minima fase do que em um sistema sem tal
propriedade. Assim, em um processo de truncagem, a perda de energia (ou
“informagao”) é mais danosa em um sistema que nao seja de minima fase.
E importante salientar que a energia é calculada a partir do instante m = 0,
pois Amin[m] é causal.

Demonstragdo. Concentracio de energia em hpiy.
Considere o sistema H(z) e seu equivalente de minima fase Hpin(z),
sendo descritos por:

Hmin(z) = Q(Z) : (1 - Zﬂzil)
H(z) = Q(2) - (7' = %)

onde Q(z) é um “subsistema” estavel e causal de fase minima de Hpyn(z) e
H(z), e zp é um zero interno ao circulo unitério (|zo| < 0).
Calculando a resposta ao impulso de ambos os sistemas, temos:

hmin[n] = Q[n] - ZOQ[n - 1]
hin] = —z5q[n] + q[n — 1]

Podemos entao determinar a energia da resposta ao impulso:

|Aumin[n]* = la[n]* + |20/ |a[n — 1]
B[] = |z0]* laln]|” + lg[n — 1]

Bunlm] = 3 lalm]|? + |20 qlm — 1]
n=0

Blm) =3 [0l lqlm? + lqlm — 1)1
n=0

A diferenca termo-a-termo entre as energias das respostas ao impulso de
ambos os sistemas é:

| Pnin [0]* = [B[n][* = (1 = |20]?) [g[n][* = (1 = |20]?) [g[n — 1]|?
Assim, temos, pela causalidade de g[n], a seguinte sequéncia:
[Panin [0]]% = [[0]* = (1 — |20/*) [q[0]|
[ Pnin (1] = [R1)* = (1 = |20[*) [a[1]|* = (1 — |20/*) |4[0]?
[Pnin (2] = [R[2)* = (1 = |20/*) [a[2)|* — (1 — |20[*) |a[1]]?
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Logo, a diferenga de energia entre hpyiy[n| e h[n] é:

Eqitlm] = Y {|hmin[0]]” — |h[0]|*}
n=0
= (1= |20]*) lg[m]|?

Como |zo| < 0, entdo o termo (1 — |2|*) [¢[m]|* > 0, ¥Vm|m > 0. Logo:

> hanin[0]* = > [R[O)* = (1 — |20]*) [a[m]|*
n=0 n=0

ou

> i [0]1% = Y R[O)?
n=0 n=0

6.7 Sistemas de Fase Linear

Como vimos anteriormente (Secao 6.1), sistemas ideais (com fase zero) sdo
nao causais. Assim, a distorcdo de fase com menor impacto é a fase linear.
Assim, acoplando-se em cascata sistemas atrasadores a sistemas teéricos de
fase zero, podemos obter sistemas de fase linear causais que sdo passiveis de
aplicacao pratica.

Assim, torna-se interessante definir qual é o formato da resposta ao im-
pulso, h[n|, de um sistema de fase linear, bem como as condi¢bes para que
o mesmo tenha tal propriedade.

Um sistema de fase linear tem o seguinte formato algébrico de resposta
em freqiiéncia:

H(e™) = |H(e!)| e ™ lw| <7 (6.12)

onde |H(e™)| € Ry.
Também podemos encarar |H (e/*)| como um sistema de fase zero, aco-
plado em cascata a um sistema atrasador ideal e™7“%, ou seja:

y[n] = hfase Zero [n] * hatrasador [n] * x[n]
= h[n] * 2[n]
Isto implica em:
h[2a — n] = hn]

h[N — n] = h[n]

onde N é o nimero de amostras da resposta ao impulso do sistema h[n].
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" N
Exemplos:

Considere um filtro passa-baixas ideal com fase linear, definido por:

e JWnd, lw| < we

Hy,(e?) = {

0, we < |w| <7
Calculando FTy1{Hip(e™)}, temos:

sen(we(n — ng))

hip[n] = nez

m(n —ng)

Mas,
sen(we(2ng —n — ng))

fup[2na —n] = T(2ng —n — ng)

_ sen(we(ng —n))
m(ng —n)
= hlp[n]

Ou seja, temos simetria da sequéncia em torno da amostra ng = N/2.
Isto implica em N = 2nq.
Quando ng = 0, hip[n| = hip[—n).

\ J

Note que a fase zero ocorre quanto ng = 0 na Equagdo 6.12. Logo,
quando defasamos a sequéncia ng amostras, tornamos a sua resposta em
freqiiéncia defasada linearmente na proporcao de —wngy radianos.

Qualquer sistema linear e invariante no tempo, h[n], que apresente sime-
tria em relacdo a um determinado instante ng apresentara distorcao de fase
linear. Se este instante for zero, entdo o sistema nao apresentara distor¢ao
de fase.

6.7.1 Fase linear generalizada

Quando generalizamos a distor¢do de fase linear para uma equacio linear
mais genérica, temos:

H(e™) = A(el)eiwotdh

onde «, f € R sdo constantes, e A(e™) € R é funcao de w.
A questdo que é verificar quais os efeitos de a e 8 sobre a simetria das
amostras da resposta ao impulso do sistema h[n].

Demonstragio. Avaliagdo de simetria de h[b].
Considere um sistema com fase linear generalizada definido por:

H(e™) = A(e) cos(B — aw) + jA(e!) sen( — aw)



Mas

ejw Z h e Jwn

n=—00
+o0
Z h[n] cos(wn) — j Z hln]sen(wn)
n=-—00 n=-—o0o
onde assumimos que h[n| € R.
Isto implica em:
+o0

Z h[n]sen(wn)

sen(f — aw) _ n=oo

cos(f — aw) Z h[n] cos(wn)

n=—oo

tan(f8 — wa) =

Lembrando das propriedades de trigonometria (sen(a =+ b)

sen(a) cos(b) £ cos(a) sen (b)), temos:

Zh sen(w(n —a) + ) =0, Vw e R

n=—oo
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Esta é uma condicio necessaria mas ndo suficiente para definir um sis-
tema de fase linear. Ou seja, ndo definie quais sdo os valores de «, 5 e
a sequéncia h[n], mas apenas indica que se as conhecermos, h[n| teréd fase

linear se a condicao for verdadeira.

O]

7

Exemplos:

N\

Se f=0ouf =m,2a =N, e h[2a — n] = h[n], entdo:

Zh sen(w(n —a)) =0

n=—oo

Zh Jsen(w(n — «a)) + Z hin]sen(w(n —a)) =0
n=oa+1

Z hln]sen(w(n — a)) + Z h[2cc — n]sen(w(2ac — n — @)
n=0

Z h[n] sen(w(n — a)) — Z h[2a — n]sen(w(n —a)) =0

n=0

=0

Logo, h[n] = h[2a — n] apresenta simetria em relagdo a amostra




N/2 = .

\

Agora, B =7/2 ou f=37/2, 2a0 = N, e h[2a — n| = —h[n], entao:

cuja manipulagdo algébrica implica em h[2a — n| = —h[n].
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+o0
Z h[n]cos(w(n —a)) =0

n=—oo

7

Note que a combinacao de « e 8 implica em diferentes combinagoes de
assimetria da resposta ao impulso para produzir uma resposta em freqiiéncia
H(e™) com distor¢ao de fase linear.



Capitulo 7

Transformada Discreta de
Fourier

Até agora, tratamos qualquer sequéncia no dominio da freqiiéncia (ou mais
genericamente, no dominio Z) sendo w (e z) varidvel(is) continua(s). Ou seja,
tais dominios eram anal6gicos. Mesmo tratando de sequéncias discretas, sua
manipulacdo no dominio da freqiiéncia sé era possivel analiticamente.

Neste capitulo trataremos de discretizar o dominio da freqiiéncia w, e
analisar seus efeitos em comparacdo com resultados obtidos nos Capitulos 3
e b.

A Transformada Direta de Fourier (ou simplesmente DFT), que é ob-
jeto deste capitulo, corresponde a representacao de Fourier para sequéncias
de comprimento finito e equivale a amostragem da transformada de Fourier
discreta no tempo. Como amostramos a DTFT, definimos intervalos igual-
mente espacados em FREQUENCIA onde a magnitude e fase dessa componente
espectral sdo obtidos.

Trataremos inicialmente da Série Discreta de Fourier (DFS), para um
caso particular de sequéncias (as peridédicas de comprimento N ); em seguida
discretizaremos a DF'T, relacionando-a com a DFS. E finalmente definiremos
a Transformada Discreta de Fourier com base em representacoes periddicas
de sequéncias finitas.

7.1 Série Discreta de Fourier

Assim como dominio continuo tem-se a Série de Fourier de sinais ou fungoes
peri6dicas, definiremos a Série de Fourier Discreta (ou DFS) a partir de
sequéncias periodicas.

Assuma Z[n] uma sequéncia periddica com periodo N tal que:

% =Z[n+rN] (7.1)

onde n,r, N € Z.

127
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A representagao da Série de Fourier para uma sequéncia (que é periédica)

[©N

Z X [k]e22m/N) K (7.2)

onde ex[n] = e?@T/NIkn — ¢ 1n + rN).

Tal sequéncia eg[n] representa a k-ésima exponencial complexa multipla
da freqiiéncia fundamental 27 /N. Assim k representa o indice da freqiiéncia
discreta em universo de N freqiiéncias que dividem igualmente o intervalo
27 e portanto a k-ésima freqiiéncia é definida por (27/N)k.

Note que deixamos o intervalo do somatorio da equacao 7.2 proposita-
damente indefinido, pois:

Ou seja,

27/N) (k+IN)n _ ej(QT(/N) kn€j27rln

exin[n] = e = ex[n]

Logo, se efetuarmos um somatorio de 7.2 para infinitas freqiiéncias dis-
cretas k (—oo < k < 4+00) podemos obter como resultado [n] = £o0o. Note
que os unicos valores distintos para ex[n] ocorrem para 0 < k < N.

Assim, definimos que a representacao da Série de Fourier para uma
sequéncia periédica Z[n] é:

X [k]e??m/N)kn (7.3)

Para obter, entéo, a Série de Fourier X [k] para a sequéncia Z[n], temos:

2n/N)rn

Multiplicando ambos os lados por e™7 (que é ortogonal a

eI (2m/N )k”) e aplicando o somatoério em n, temos:
/ N L NS fpeen/m) )
e]27rN7"n - X 2 /N) (k—r)n
b Z v kz

=0
N-1 N-1 1 N-1
Z e —7(2m/N) rn~ X - &) 2m/N) ( )n
n=0 N



Pelo principio da ortogonalidade, ou seja:

N-1 —
1 3 /N (b-r)n L k—r=mN
N n=0 O’

caso contrario

Logo, a Série de Fourier X [k] para a sequéncia Z[n] é:
N N-1
X[r] =" #[nle?@m/N)rn
n=0

Demonstragdgo. Demonstracao do principio da ortogonalidade.
Seja o somatério de progressio geométrica de el (27/N)L:

1 Nf (o) 11— ey
N = N 1 — ei(2r/N)I

Se Il = mN, entao
11—eC@OmN 19

N 1—eimm — NO
Aplicando L’Hospital para remover a indeterminacao, temos

11— i@m)mN

N 1—eCmm — L
Se l # N, entao
11— el 1 0
N1—ei@t/N)L— N1 —_eil@t/N)I 0
Logo,
N-1
1 T (ej(Qw/N)l)n _JL I=mN
N ~= 0, caso contrario

Podemos perceber que X [k] é periédica, com periodo N, pois:

N-1
X[k+N] =3 &[nje?@m/N) (+N)n
n=0
N—-1
— { %[n] —](QW/N)kTL} e—j27rn
n=0

129
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Definindo Wy = e 7@7/N) como o exponencial complexo fundamental
para uma subdivisao do periodo 2w em N intervalos, temos o par de trans-
formacao da Série de Fourier:

~ N—-1
X[k =Y zn)wir

";?V_l (7.5)
iln) = 2 Xn]Wykn

Um ponto-chave na analise da Série de Fourier Discreta é que Z[n] deve
ser periédico, para que a andlise (obtengao de X [k] de N amostras faga
sentido. Como consequéncia disso, como usamos apenas N amostras de
Z[n], tal sequéncia poderia ser uma sequéncia finita de comprimento N.

e N
Exemplo:

Considere uma sequéncia trem de impulsos, com periodicidade N. Ou
seja:

+00
1, n=rN
Z d[n—rN] = {
o 0, c.c.

Dentro de um intervalo de comprimento N temos apenas um im-
pulso discreto (Z[n] = d[n], para 0 < n < N). Sua DFS é determinada
por:

N—
Z n]Wat = Wg =1
que é um resultado natural se lembrarmos que um impulso no tempo
produz um espectro constante.
Uma checagem réapida, via IDFS comprova que:

~ 1 =
=y 2 Wy

De modo analogo, se considerarmos uma sequéncia de impulsos no
dominio espectral, sua IDFS deve ser um sinal constante (novamente,
lembrando que um impulso na frequéncia nula significa um sinal DC).
Ou seja, para:

1 N-1
Z eI 2m/N)kn — d[n —rN]
k=0

Yk = io Né[k — rN]

r=—00

temos:
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_ 1 = Cn
yln] = N Z N5[k]WNk = WN0 =1
k=0

Graficamente temos:

°
&

DFS de trem de impulsos
°
&

S
DFS de constante
n

Figura 7.1: DFS de sequéncia periédica baseada em sequéncias impulso
e constante

7.1.1 Propriedades da DFS

A seguir serdo listadas varias propriedades das Séries Discretas de Fourier.
E importante considerar a periodicidade das sequéncias e dos resultados das
operagoes matematicas aplicadas sobre tais sequéncias.

Linearidade
F1[n] 2% X [k]
Foln] 28 Xo[k] <= (7.6)
aF1[n] + bia[n] 23 aX:[k] + bXak]

Com Z[n] e Xi[k] tendo periodicidade N1, e Z2[n] e X,[k] tendo
periodicidade Ny resultando em Z[n] e X[k] tendo periodicidade N(=
m.m.c.(N1,N2)).
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Principio da dualidade

#[n] 2 X[k] <= X[n] 24 Nz[—k] (7.7)
Este principio € 1til para facilitar os cdlculos de DFS ou IDFS. Assume-
se que X[k] é uma sequéncia genérica qualquer, com k sendo um instante
temporal e ndo de frequéncia. Sobre tal sinal aplica-se a DFS.
Deslocamento de sequéncia
Se considerarmos um deslocamento m (—(N —1) <m < N — 1), temos:
~ FSD v ~ FSD km v
z[n] <= X[k] < Z[n — m] <= WX k] (7.8)

Caso consideremos m qualquer, este pode ser decomposto em m = mq +
moN em relacdo ao tamanho da sequéncia N. Logo, demonstra-se que:

Z[n —m] = Z[n — m4]

ou
km k(mi—maN) kmiyrs—kmaN kma

Usando a propriedade da dualidade (7.1.1), temos o deslocamento espec-
tral definido por:

Wyan]) 22 X[k — 1] (7.9)

Simetria

Se considerarmos que:

entao:

(7.10)

Se z[n] € R, entao:

(7.11)

Como a maioria das sequéncias praticas sao reais, isso reduz a necessi-
dade de céalculo das DFS e DFS pela metade devido a simetria mostrada.
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Convolucgao periédica

Seja
~ FSD -l
Qfl[n] # X1 [k]
~ FS >
Ta[n] 25 Xo[k]

Se efetuarmos uma modulacao em frequéncia discreta k, temos:

N-1
T3ln] = Y T1[m]Fa[n — m] 0T Xa[k] = X1 [k] Xa[k] (7.12)
m=0

A convolucao periédica considera apenas um periodo N de amostras
(para diferentes N’s, seguimos o procedimento apresentado em 7.1.1). Nao
ha convolucdo “classica” para sequéncias periddicas, pois a soma infinita
desta operagdo é nao convergente. Lembre-se que as operagdes com sequén-
cias periddicas deve produzir sequéncias periddicas.

e 3
Exemplo:

Abaixo segue um exemplo de convolucao periddica de dois sinais perié-
dicos (apenas 3 periodos sdo apresentados de Z;[n] e T2[n] sdo apresen-
tados. No caso, a sequéncia Ta[n] é refletida e desliza sobre z;[n].
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Figura 7.2: Sequéncias Z1[n], Za[n], T2[—n], T2[l — n] e convolugao
periddica (Z3[n]), respectivamente

Em evidéncia, o o segmento de comprimento N que se repete inde-
finidamente.
\

Pela propriedade da dualidade (7.1.1), temos:

=

-1
Fsln] = Bl ln] B2 Kylk] =+ 3 Kl Kolk 1] (7.13)
l

Il
o

Refor¢ando: modulagdo em um dominio produz convolu¢do (no caso
presente, periddica).
Par e impar

Seja
#[n] 2T X [k]
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Entao:
Fyualn] = 5 (0] + 7 [n]) °2F R{X )
! s R (7.14)
Fimpar[n] = 5 (#1n] ~ 7°[n) 2F jS{X TR}

7.2 Transformada de Fourier de Sinais Periodicos

Anteriormente discutimos a convergéncia uniforme da DTFT, que exige
sequéncias absolutamente somaveis, e a convergéncia quadrética, que exige
sequéncias quadraticamente somaveis. Entre as sequéncias quadraticamente
soméveis estao aquelas que envolvem sen() e cos().

Anteriormente vimos que dado z[n] = 1 tem como X(e?) =
S0 276(w — 2mr). Ou seja, existem casos em que nao ha DTFT para
algumas sequéncias que sdo importantes do ponto de vista pratico, e que
exigiram a construgao de fungdo especial continua 6(x).

Considere entdo uma sequéncia peridédica qualquer Z[n|, com periodo N,
cuja DFS é X [k]. Podemos montar uma rela¢do envolvendo DFS e DTFT
através de

“+o0

~ 21 ~ 21k
X () = — X[k | w— —— 7.15
@)= ¥ T (w-7F) (7.15

A equacao 7.15 é montada para garantir que X (e) seja periddico, com
periodo 27w, conforme definido pela equacdo 3.7, e considera que X|k| é
periédico, com periodo N. Aqui temos um trem de impulsos - no dominio

da frequéncia w - cujas amplitudes sdo proporcionais aos coeficientes da DF'S
de Z[n].

( Teste da equacgao 7.15 via IDTFT

Calculado a IDTFT da equagdo 7.15 produz:

ot 1+ X on o 2k
| Kemeras= o [ kz_ooNX[k]é(w—N> e

1 &2 +oo 2
= — X[k:]/ 0 (w - ;\T[k> e?"dw

Nk:foo —o0

R T
_ L X [] (2w /N) kn

N 2 [k]e
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l Logo X (™) = FTp{Z[n]}. J

O til em X (e?) indica que é uma DTFT de uma sequéncia periddica.

Considerando o resultado acima, podemos derivar a DTFT de qualquer
sequéncia periddica a partir de sua DFS. Por exemplo, o trem de pulsos
periédico p[n], com periodo N,

+o00
pin] = 3 8l —rN] 3 Pl =1

Logo (por 7.15)
~ X or 27k
Ple)= Y T <w N)
k=—oc0

Agora, podemos construir uma sequéncia periédica Z[n] (com periodo
N) a partir de qualquer sequéncia finita z[n| de comprimento N através da
seguinte convolugao:

Z[n] = z[n] * p[n]

+o0o
=z[n]* Y  dn—rN]

r=—o00

“+o00

= Z x[n — rN]|

r=—o00
Naturalmente, a DTFT de Z[n] é:

X () = X(e™)P(e™)

+0o0
2 2
e 5 a2

k=—00
+o00
2 2k
_ J(27/N) k _ 2t
= Z X (e )5( N )
k=—
Logo, N
XK = [X ()]s (7.16)

Ou seja, FSpr{Z[n]} corresponde a AMOSTRAGEM de FTpr{z[n|}, desde
que:

x[n]_{%[n], 0<n<N-1

0, c.c.
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7~

Exemplo:

Considere o seguinte sinal periddico Z[n|, de periodo N = 10 obtida a
partir da repeticao de

{1, 0<n<d4
z[n] =
0, c.c.

e graficamente representada por:

0.5

-0.5

Para calcular sua DFS, podemos amostrar diretamente a DTFT de
x[n], ou seja:

4
) S g pasen(5/2)
(™) nz:% sen(w/2)

o _ iz sen(mk/2)
X[k] = [X(e")]yz2n), = €7 ksen(ﬂ'k‘/lo)

Perceba na representacao grafica que se segue a presenca de alguns
angulos marcados como zero. Na verdade eles sdo indefinidos, pois
as respectivas magnitudes sdo nulas. A definicdo de angulo nulo é
convengao.
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magnitude
w

N\

\
T

fase
=4

-2

-3t S
0 2 4 6 8 10 12
wouk

\ 7

7.3 Amostragem da DTFT
Até aqui temos as seguintes relagoes:

z[n] & X (™)
] ¢ [X()]ozes

Vamos considerar apenas a primeira relacdo. Se amostrarmos sua DTFT,
para produzir DFS; temos:

XK = [X(*)]2e,

Sabendo que a DTFT é peridédica, com periodo 27, tal amostragem pro-
duz uma DF'S de periodo N (note os intervalos de %’r usados na amostragem
de w). Se a DTFT de uma dada sequéncia corresponde a transformada Z
calculada em z = e/, entao:
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X[k] = [X(2)]smermmn = X (0708 (7.17)

Entretanto, dado uma DFS, sua inversa serda uma sequéncia periddica
(com periodo N)

~ 1 L —kn
il = 2 KWy

Note que, por enquanto, ndo ha relagdo entre x[n] e Z[n| nesta segdo.
Apenas analisamos a amostragem da FTpp{z[n]}.
Temos também que:

+o00
X(eM) = Z x[m] e

m=—0oQ

Manipulando as duas rela¢oes anteriores para obter Z[n] por:

N-1 +00
=y X | X ettt ik
= = whm
+o00 1 N-1 k(n—m)
= Z z[m] [N Z Wy ]
m=—00 k=0
+00
= > z[m]pln—m]

= a[n] x p[n]

+o00
=z[n]* > dn—rN]

r=—00
—+00

Z[n| = Z x[n — rN]

T=—00

Reforcando: uma sequéncia finita possui uma DTFT enquanto que uma
sequéncia periédica (com periodicidade N) possui uma DFS (que é uma
amostragem da DTFT). Tanto a DTFT quanto a DF'S sao fungoes continuas
e discretas PERIODICAS, respectivamente. E toda vez que amostramos (ou
discretizamos) um dominio, isso acarreta em uma periodicidade do contra-
dominio.

Assim, quando amostramos X (e*) (produzindo X[k]), implicitamente
consideramos uma sequéncia periédica Z[n] constituidas de infinitas réplicas
deslocadas de z[n].
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Exemplo:

Quando as réplicas se sobrepoe, pela amostragem incorreta da DTFT,
podemos produzir o que se chama espalhamento (“aliasing”) temporal.
Isso significa que usamos um ndimero insuficiente de raias espectrais
(subamostragem espectral) para descrever o sinal que deu origem aquela
DTFT.

O tamanho N deve ser tal que se replicarmos a sequéncia finita, de-
vemos ser capazes de obté-la isolando um segmento no intervalo fechado
[0, N —1].

Para exemplicar, considere o seguinte sequéncia finita.

Dependendo da escolha de N, podemos ter ou nao sobreposicao das
réplicas quando amostramos a sua DTFT.

\. J

Podemos agora gerar uma forma para interpolar X [k] para produzir
X (e™).

N-1
X(e™) = x[n]e

n=0
N-17q N-1 _ i

= [N > X[KWy ”1 e I
n=0 k=0
1 N=1 N-1 i

=¥ X[K] [Z Wy "ewn}

k=0 n=0
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O somatorio da P.G. finita é:

N-1 —kN _—wN
1-Ww e v
—kn_—jwn __ N
E Wy""e =
n=0

1—- Wﬁk e~

Assim,
1 N-1 ~ 1— —kN _—jwN
X(e) = ~ 3 X[K l LT
N = 1—-Wy"e ™
1 Nl ( 27Tk)N ~
= — 1—e\W"°N k
v )XW= e

Se considerarmos que e%/2¢7%/2 = 1 e ¢%/2¢%/2 = ¢%, ¢ definirmos ¢ =
_ 27nk

~, temos:

N—-1 +0X . —1p
X(e) = £ S o | g | B
%) [}
e+]

= 2) T 3
N-1 N
:i sen(¢7)6_Jg(N_1))~([k]
N o Sen(%)

7.4 Transformada Discreta de Fourier

Agora estamos prontos para definir a Transformada Discreta de Fourier
(DFT) de uma sequéncia finita, e analisar suas peculiaridades. Seja uma
sequéncia finita x[n] com z[n] = 0 para 0 < n < N — 1. Com base nela,
podemos construir uma sequéncia peridédica Z[n| a partir de:

+oo

zn] = Z x[n — rN]|

r=—00

Note que a defini¢do de z[n] nulo fora do intervalo [0, N — 1] evita o
espalhamento (“aliasing”) temporal, que permite definir Z[n| a partir da
fungao médulo (a%b - que é o resto da divisao inteira entre a e b), ou seja:

z[n] = z[(n%N)] = z[((n))N]

Ja que Z[n] < X[k] (ambas naturalmente periédicas, com perfodo N),
definimos a DFT de z[n] a partir da DFS de Z[n|(= z[((n))n]) por:

X[k <k<N-1
X[k:]—{ K, Osks
0, c.C.
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Dessa forma, a defini¢do da DFT de uma sequéncia finita de comprimento
N por:

N—1
xzn W+k”, 0<n<N-1
XK = Forfalnl) = 2 17
0, c.c.

(7.18)
XK W™, 0<k<N-1

1
] = Foi{ X[k} ={ N &=
0, c.c.

Lembrando que Wy = e 727/N)_ Perceba que a definicio da DFT im-

plica em uma avalia¢ao da DFS de uma sequéncia periédica (de comprimento
N) subjacente. Dessa forma, quando avaliamos as componentes espectrais
de um segmento finito de dados, estamos na verdade considerando que tal
segmento finito é parte de uma sequéncia periédica. Além disso, a anélise
espectral fica restrita a um intervalo de N frequéncias discretas k, oriunda
de uma avaliacdo de Séries de Fourier.

7.4.1 Propriedades da DFT

A seguir serao listadas varias propriedades das Séries Discretas de Fourier.
Devemos reforcar o fato de que estamos imersos em sequéncias periddicas -
seja Z[n] ou X[k], das quais se extrai a janela de resultado que formars a
IDFT ou DFT, respectivamente.

Observagao: em todas as propriedades (exceto na defini¢do da lineari-
dade), considere n,k € [0, N — 1]

Linearidade
z1[n] 225 X1 [k]
wa[n] Z25 X, [k] = (7.19)
ax1[n] + bxa[n] 25 aXq[k] + bX2[k]

Se considerarmos que xi[n| e x2[n| tém comprimento N, e N,,, res-
pectivamente, a combinacdo linear dessas sequéncias terd comprimento
N = max(Ny,, Ng,) e asequéncia com menor comprimento devera ser “com-
pletada” com zeros (“zero padding”) até possuir comprimento igual a N. Isso
para que as k-ésimas frequéncias discretas de X1[k] e Xo[k] representem a
mesma informagao (ou seja w = 27k/Nrad/s).

—

N

Deslocamento circular

Considere uma sequéncia x[n] que é atrasada ou adiantada m amostras
(respectivamente m > 0 ou m < 0).
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2[n] Z23 X[k] <= z[((n — m))y] T8 e—IC@r/N km x k)

Devemos considerar o calculo em termos de DFS de Z[n] = z[((n))n],
que é X[k] = X[((k))n]. De 7.8, temos:

(7.20)

#[n] 28 X[k] <= gln] = 2[n —m] 23 V[k] = e 2@/N) km X ]
Pela pelas propriedades de ((a))p, temos:
V1K) = YI(R))] = &0/ m 60n gg
= ¢ ICT/N)m (DN X [((k)) N]
= e BTN [((k)) ]

Pela equagao-definicdo 7.18, que diz que devemos observar sempre a
janela de dados entre k € [0, N — 1] da DFS para extrair a DTFT, temos:

Y[k‘] — e—](?ﬂ'/N) ka[k]

desde que

Exemplo:

O termo circular vem de como podemos dispor z[n| em uma circunferén-
cia (de qualquer raio) dividida em N partes iguais. z[0] é posicionado
na coordenada polar (R,0), z[1] em (R,271/N), z[2] em (R,272/N),
z[3] em (R,273/N), até [N — 1] em (R,27(N — 1)/N).

O deslocamento circular implica em girar x[n] em m posi¢des no
sentido anti-horédrio e coletar os valores de y[n| tal que, por exemplo,
y[2] é o valor de z[n]| posicionado na coordenada polar (R,272/N).
Graficamente temos:
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O efeito da movimentacdo da sequéncia e suas réplicas pode ser
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visto quando operamos sobre a sequéncia finita z[n] e a replicamos
(para formar Z[n]):

Agora aplicamos o deslocamento (de 2 amostras, no caso), ou seja
yln] = Z[n — 2]. O resultado é a sequéncia finita (y[n]) a direita na
figura abaixo.

\ 7

Principio da dualidade

T T

x[n] 285 X[k] <= X[n] &5 Nz[((—k))n] (7.21)

Simetria

Se considerarmos que:
z[n] £25 X [k]

entao:

2*[n] E25 X*[((~k))n]
2 [((=n))w] E25 X*[]

Quando lidamos com o conceito de que qualquer sequéncia pode ser

(7.22)
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decomposta em porcoes par e impar, devemos considerar que:

[n] = Tpar[n] + Timpar[n]
xpar[n] = %{f[n] + ‘%*[_n]}

m1'mpa1r[n] = %{f[ﬂ] - E*[_n]}

Definindo

Tparln], 0<n <N -1
xpar-ﬁnito[n] = {Opar[ ] c.c

Limpar-finito [n]
Logo, temos:

Tpar-finito[1] = % {z[((n))n] + 2" [((=n))N]}

imparmtoln] = 5 {2l((m)x] — 2 [((=m))])

Ou seja:
z[n] = Tpar-finito[12] + Timpar-finito[1]
Tpar-finito[1] = % {z[n] + 2"[N —n]} (7.23)
Timpar-finito[ V] = %{95[”] —2*[N —n]}

Mais ainda, ja que podemos isolar um segmento finito de comprimento
n de qualquer sequéncia,
Tpar-finito[1] = {Tpar[n] + Tpar[N — nl}

(7.24)
Limpar-finito [TL] = {ximpar [TL] — Timpar [N - ’I’L]}

Convolugao circular

Seja
21[n] £25 X, [K]
waln] 225 X, [k]

A convolugao circular entre tais sequéncias é uma modulagao na frequén-
cia discreta k, ou seja:

-1

N
x[n] = Z xi[m]z2[((n —m))N] @ X[k] = X1[k] X2[k] (7.25)
m=0
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Se x1[n] e x2[n] possuirem comprimentos M e N, respectivamente, com
N > M, a sequéncia xa[n] deve ser acrescida de N — M apéds sua (M — 1)-
ésima amostra. Somente apés tal transformacao de x2[n] (i.e., da sequéncia
mais curta), é que a convolucao circular pode ser realizada.

Graficamente, se pensarmos na distribuicdo das sequéncias em um cir-
culo, temos x1[m] fixada no eixo circular (no sentido anti-hordrio para a
figura apresentada), enquanto que x2[((—m))y] é distribuida no sentido ho-
rario. xo[((n — m))n representa um giro de n amostras no sentido anti-
horério, sobre z1[n|. A distribui¢do dessas duas sequéncias no eixo circular
permite o calculo de x[n] como uma simples soma dos produtos resultantes.
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Figura 7.3: Distribuigdo de z1[n] e x2[n| para o célculo da convolugdo cir-
cular em instantes especificos: z[0] e z[2].

Exemplo:

Considere duas sequéncias retangulares com comprimento L tal que:

1, 0<n<L-1

mn] = z2{n] = 0, c.c.

Calculando a DFT de ambas, assumindo N = L como comprimento
de calculo, temos:

L—1
XK = Xolt] = Y whr= 40 £ 0

=0 0, c.c.

Note que apesar das sequéncias finitas serem nulas fora do intervalo

0 < n < L -1, quando usamos apenas L amostras no calculo da
DFT, o procedimento implicitamente assume que tais sequéncias se
repetem fora do intervalo (indefinidamente), gerando assim sequéncias
constantes, que representam niveis DC na frequéncia. Logo,
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N2 k=0

X[k] = Xq[k] X2lk] = {0 e

ou

{N,ogngL—1
z[n] =
0, c.c

Graficamente temos x1[n], x2[n| e z[n], respectivamente:

Se, agora, calcularmos a DFT de ambas, assumindo um compri-
mento de calculo N = 2L, temos:

2L-1

1— Wy
Xi[k] = Xo[k] = > W37 =L
n=0

o,

X[H] = X Xalk] = (ij%’“)

Graficamente temos x1[n|, z2[n] e x[n], respectivamente:

ssssssssssssssssssssssss

Percebemos que é possivel, a partir da convolugao circular (impli-
cita no uso da DFT) obter uma convolugao linear. Para tanto, basta
acrescentar NO MINIMO N —1 zeros as sequéncias (assumindo que este é
o comprimento da maior sequéncia) para que o resultado da modulagao
em frequéncia corresponda a convoluc¢ao linear no tempo. No presente
exemplo, usamos N zeros as sequéncias.

O processo de adicionar zeros ao final da sequéncia finita é tecnica-
mente chamado de “zero padding”.

A notagao para a convolugao circular é xl[n]@wg[n]
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De modo andlogo, uma modulagdo entre duas sequéncias (com mesmo
comprimento N) corresponde a uma convolugdo circular no dominio da
frequéncia discreta k:

—_

7 1 3=
2ln] = w1[nfealn] 23 X[K] =
=

XXk 1] (7.26)



Capitulo 8

Filtros Digitais

Primeiramente, um filtro é um sistema que processa um ou mais sequéncias
de entrada para produzir um ou mais sequéncias de saida. Particularmente
estamos interessados em filtros que operem com um sequéncia de entrada e
um sequéncia de saida.

Os filtros digitais sdo aqueles que operarao sobre sinais digitais (discreti-
zado tanto em tempo quanto em amplitude). Para tanto, alguns passos sao
comumente seguidos:

1. Especificagao das propriedades desejadas do filtro/sistema
2. Aproximacdo dessas propriedades usando um sistema causal discreto

3. Realizacdo do filtro usando aritmética de precisdo finita

A primeira etapa consiste em definir o que se deseja fazer, e geralmente
recai sobre propriedades matematicas desejadas do filtro e do sequéncia de
saida, em relacdo ao sequéncia de entrada. Como é possivel que o sistema
desejado seja irrealizavel ou ndo-causal, é necessario, em uma segunda etada,
aproximé-lo a um sistema causal e discreto. Tal transformacio demanda
um compromisso, na qual alguma caracteristica do sistema desejado deve
ser negligenciada.

Finalmente ajustamos os coeficientes para ntmeros de precisao finita
(“discretos”), para operacao digital. Pode ser necessario alguns ajustes no
filtro nessa etapa para evitar instabilidades numéricas pela conversao de
precisao infinita para finita. Por exemplo, um pélo muito préximo ao cir-
culo unitario pode acabar sendo reposicionado para fora do circulo unitario
devido ao arredondamento dos coeficientes na transformacao. Isso natural-
mente exige ajustes desses coeficientes para manter a estabilidade do filtro ao
mesmo tempo que tenta-se manter as caracteristicas projetadas na primeira
etapa.

149
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Idealmente todas essas etapas estdo inter-relacionadas, pois modificacoes
em coeficientes nas etapas 2 e 3 devem atender sempre ao projeto da etapa
1. Para facilitar nosso estudo, focaremos nas etapas 1 e 2 separadamente.

Uma das formas comuns de projeto de filtro digital é a transformagao
de um filtro analégico ja projetado. Isso ocorre por duas razoes: primei-
ramente ha muito conhecimento acumulado no projeto de tais filtros; a se-
gunda é a necessidade de operar com processadores digitais (computadores
atualmente) sobre sinais analégicos. Dessa forma, como veremos, haverd
transformacao de parametros ja que a frequéncia digital é limitada entre
0 e 27 enquanto que a frequéncia analdgica é ilimitada. Naturalmente as
técnicas de transformacdo devem produzir alguma perda de caracteristicas
do filtro analégico quando realizado digitalmente.

8.1 Especificacao de um filtro

O projeto de um fitro produz um conjunto de inequacoes paramétricas que
foram definidas a partir da especificacdo descrita pela Figura 8.1:

Figura 8.1: Representacao grafica de filtro

A regido branca é a regido de operagao do filtro (o equacionamento deve
produzir curvas de magnitude restritas a tal regidao).
Da banda de passagem temos:

L= o S HE) <140 ol w, (8.1)
Como alternativa a essa especificagao, temos:

1—01 <|H(™)| <1 lw| < wp (8.2)
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Na banda de rejeicao temos:
|H(e?)| < 62 ws < |w] <7 (8.3)

Os pardmetros d; e do sdo erros de aproximacao. Geralmente tentamos
impor valores muito préximo de 0 para eles, mas nunca zero. Tal restricdo é
feita para que as equagoOes polinomiais que definirdo tais filtros ndo tenham
ordem elevada. O mesmo é valido para a banda de rejei¢do (wp < w < wy),
que representa um “espago” para que a transicao entre a banda de passagem
e a banda de rejeigdo ocorra: uma transi¢do muito pequena exigira filtros
de ordem elevada, como veremos.

Note que nao ha qualquer restricdo para fase: a fase funcionard como
uma variavel livre. Entretanto, nada impede de aplicar restrigoes para a
fase, desde que nao resulte em um problema mal definido ou sem resolugao.

O fato de analisarmos apenas um filtro (passa-baixas) com as caracte-
risticas definidas pelas Inequacgoes 8.1 e 8.3 parecer restritivo, veremos que
a partir de transformacoes algébricas aplicadas sobre o mesmo, poderemos
obter outros filtros mais complexos. Logo, ao estudo detalhado do filtro
passa-baixa é equivalente ao estudo detalhado de filtros passa-alta, passa-
banda, rejeita-banda, equalizadores, etc.

Matematicamente temos um problema de aproximacao ou minimizacao,
pois o nimero de parametros dessas equacOes é insuficiente para definir
H(e’*). Como veremos, adicionaremos condigoes adicionais como forma das
equacdes que representarao tal filtro, tipo de oscilacdo permitida na banda
de passagem e/ou na banda de rejei¢ao, etc.

8.2 Transformacgao de sistemas analdgicos

Considere um sistema genérico analdgico, definido por:

Zl]\iodlsl - Ya(s)
Z]]{:V:O cps” B Xa(s)

com z4(t) e yq(t) sendo respectivamente a entrada e saida continua do
sistema, e X,(s) e Yu(s) sendo as transformadas de Laplace da entrada e da
saida, respectivamente. No dominio temporal, a relagdo entre tais sinais é
dado por:

Ha(s) = (84)

N dkya d xa(t

kz_% k% Z d dtl (8.5)

E sendo linear e invariante no tempo, temos sua resposta ao impulso de-
finida por h,(t) e a relagao entre z,(t) e y,(t) obtida a partir da convolugao:

+oo
Yalt) = / 2o(F)ha(t — 7)dr (8.6)

— 00
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Queremos entdo obter o sistema discreto equivalente descrito por:

_ Yitobiz™!
Yo arzk

Cuja relagao entre z[n] e y[n| é definida pela equagao a diferengas:

H(z) (8.7)

N M
Z aryln — k] = Z bix[n — 1] (8.8)
k=0 =0

E sendo linear e invariante no tempo, temos sua resposta ao impulso
definida por h[n] e a relacdo entre z[n| e y[n| obtida a partir da convolugao:

+oo

ylnl = Y wlklhfn — K] (8.9)

k=—o00

Desejamos entdo obter ay e b; a partir de c; e di, mantendo a ordem N
e M no processo de transformacio. Matematicamente isso implica em:

1. Mapear o eixo imaginario de s dentro circulo unitdrio de z, para garan-
tir que um sistema analdgico estavel seja transformado em um sistema
discreto estavel;

2. Manter as propriedades ESSENCIAIS na transformacao;
3. Manter a estabilidade estabilidade do sistema discreto.

Note que as respostas ao impulso continua h,(t) e discreta h[n] tém du-
ragao infinita para ordem N > 1. Tais filtros sdo chamados de IIR (“infinite
impulse response”). Se N = 1, entdo os filtros apresentam duragao finita e
sao chamados de FIR (“finite impulse response”)

8.2.1 Invariancia ao Impulso

Nesta abordagem faremos uma transformacao analégica-discreta da resposta
ao impulso através de amostragem simples, ou seja:

hin] = hq(nT) (8.10)

onde T é o periodo de amostragem (que estd ligada a taxa de amostragem
dos sinais que serdo processados pelo filtro).

Da teoria de amostragem, sabemos que amostrando um dominio impo-
mos uma repeticdo peridédica no outro dominio. Logo, conforme a Equagao
4.3, temos:

1 i 2k

X () = T Z X, (j <Q+T)>

k=—00
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Podemos ler tal relacio como uma avaliagdo de X,(s) em jQ. Ou seja:

s:jQ:j%:]w:sT

Logo,

1 = onk
H(Z)‘Z:esT = T Z Ha (8 +]T)

k=—o0

ou seja, com a amostragem da resposta ao impulso, realizamos o mape-
amento s — z por:

z=eT (8.11)

Se considerarmos a resposta em frequéncia do filtro discreto, dada por:

)

f=—

Isso significa que quando discretizamos a resposta ao impulso do filtro
analogico desejado, estamos dividindo o espectro do filtro analégico em se-
¢oes de comprimento 2% e somando-as para formar H (e?). Ou seja, estamos
“desdobrando” o espago analdgico sobre o circulo unitario. Claro que ha-
vera varias situagoes de “aliasing” nesse mapeamento, pois agoes analdgicas
sobre componentes de alta frequéncia podem ser traduzidas por agoes de
baixa frequéncia no dominio discreto.

Isso pode ser visto na figura a seguir:

Figura 8.2: Mapeamento z = e*7

Entretanto, se nosso filtro analdgico for limitado em banda (“band-
limited”) por:

T
Ha(jQ) = 07 |Q‘ 2 T
teremos:
He) =71 (55),  lel<n
T T)’ -

Isso significa que precisamos usar um filtro analégico ideal para limitar
em banda o sinal analégico de entrada (que também serd discretizado com
periodo de amostragem T) para evitar “aliasing” do filtro discreto construido
por este método.
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8.2.2 Solugao Numérica de EDO

Vamos agora reconsiderar o sistema 8.4 na forma de equagdo diferencial
linear e invariante no tempo, com coeficientes constantes. Ou seja:

N dk y M
>k ‘}c Z l (8.12)
= dt —~ dt

O intuito aqui é resolver numericamente tal equacgao, usando uma aproxi-
macao de primeira ordem. Quando a resolvemos numericamente, efetuamos
uma discretizacao dos operadores diferenciais. Assim, considere a seguinte
aproximacao para as derivadas:

df (t) fln] = fln —1] 1
-— R VAR 8.13
il . (o} (813)
O operador V() f[n] representa uma aproximagdo de primeira ordem
atrasada da derivada primeira de uma fungao continua f(¢).
Analogamente, a aproximacao de primeira ordem de uma derivada de
ordem superior pode ser obtida recursivamente por:

d* f(t) _ A
dtk | _ o dt dtk—1

= VIV ]} = V) {y[n}

t=nT

), = VO{fIn]} = fln]

Com estas defini¢bes, reescrevemos 8.12 como:

chvk>{y dev {z[n]}

Se aplicarmos a transformada Z sobre os operadores VD{f[n]} e

K){fn]}, temos:

2V {f[n)}} = [ -

—
|
N
L
| I
fa
N
~—

—
|
NI
Ju
| I
x

Z{VI{ ]} = [ 7

Logo,




155

Se compararmos H(z) com a Equacio 8.4, que define a representagao de
Laplace do sistema que define o filtro, notaremos que:
1—271 1

SziT ou Z:1—5T

(8.14)

Graficamente, o mapeamento é representado por:

Figura 8.3: Mapeamento z = ﬁ

Note que o mapeamento garante que um filtro analdgico estavel serd
mapeado em um filtro discreto também estavel. Entretanto, ndo ha mape-
amento completo de j€ para o circulo unitério |z| = 1. Isso significa que a
resposta em frequéncia do filtro analégico é aproximado corretamente apenas
para uma estreita faixa de frequéncia discreta na vizinhanca de z = 1.

Se aumentarmos a taxa de amostragem (7' — 0) podemos confinar um
intervalo de frequéncia analdgica maior na vizinhanga de z = 1. Assim,
um ponto negativo da abordagem da solu¢do numérica da EDO que define o
filtro é que ela exige elevada taxa de amostragem (filtros com resposta ao im-
pulso longa) para garantir uma boa aproximagao analégica-discreta. Note,
entretanto, que tal abordagem nao apresenta problemas com “aliasing”.

8.2.3 Transformacao Bilinear

As transformagoes anteriores sdo apenas demonstrativas. Pode-se desenvol-
ver outras como invaridncia ao degrau, na qual a funcao degrau é discretizada
ao invés da funcao impulso. A transformacao bilinear é o modo efetivo para
transformacao de filtros analégicos para equivalentes discretos, que garante
estabilidade e mapeamento completo do plano s para o plano z.

O procedimento é baseado na integragdo de uma EDO representativa de
um sistema analégico de primeira ordem, sendo que sua solucdo é obtida
por aproximacao numeérica.

Considere o seguinte sistema analdgico de primeira ordem

. dy,(t)
Yar
Sua transformada de Laplace gera:

+ coyq(t) = dox,(t) (8.15)

do

H = —
a(s) c18 + ¢o

Podemos escrever y,(t) a partir da integragao de sua derivada primeira
(que aparece na EDO que estamos tratando) por:

Jalt) = { / dy;f)df} +palto)

0
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Set =nT ety = (n—1)T entdo a integracao pode ser aproximada pela

area de um trapézio de base T e alturas dygiT(T) em t e ty, ou seja:

T {dyaa) }
t=(n—1)T

2 dt
d
= —C—Oya(nT) + —Oxa(nT)
C1 C1

dya, (t)
dt

Yo (nT)

t=nT

Mas, a partir da Equacao 8.15, temos:

dya(t)
dt

t=nT

Assumindo que y[n] = y,(nT) e z[n] = x,(nT), temos:

{olo) = vl — 1} = 5 { =2 (bl + vl — 1) + 2 ] + 2o — 1)}

Aplicando a transformada Z sobre tal equacdo a diferencas e isolando

H(z), temos:
do [21—271
H(z)zo{ z }+C0

c1 fl—i—z_l

Comparando com a transformada de Laplace do sistema analégico ori-
ginal (Equacao 8.15), temos:

21—zt 1+ (T/2)s

_2 _1+ru/2)s 1
TTTir. NPT I (T/2)s (8.16)

Graficamente, o mapeamento é representado por:

Figura 8.4: Mapeamento z = ﬁ

Naturalmente todo o filtro analégico estavel gera um filtro discreto esta-
vel quando mapeado pela transformacao bilinear. Da mesma forma, o eixo
imaginario 72 é mapeado para |z| = 1. Para verificar se as propriedades
espectrais do filtro analégico sdo aproximadas corretamente em sua versao
discreta, podemos verificar como € (frequéncia no dominio anal6gico) varia
em fungdo de w (frequéncia no dominio discreto).

Substituindo s = jQ) e z = €/ na Equagao 8.16, temos:

21—
T T14e
2 jsen(w/2)
T T cos(w/2)
= jtan(w/2)

20
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Logo, a relacao entre 2 e w, que é nao-linear, é:
2
Q= T tan(w/2) (8.17)

Tal relacao é, graficamente,

Figura 8.5: Relacdo w = 2arctan(Q7/2), para T =1

H4 uma regiao (frequéncias de baixa magnitude) quasi-linear. Nessa, as
propriedades do filtro analégico sdo praticamente iguais as propriedades do
filtro discreto. Entretanto, a medida que a frequéncia analdgica 2 aumenta,
as propriedades desse filtro sdo concentradas na vizinhanga da frequéncia
“discreta” w = +m.

Para compensar tal distor¢do, particularmente na definicdo das propri-
edades de filtros (frequéncia de corte, por exemplo, que pode ser elevada e
assim, produzir um filtro com propriedade distorcida), devemos pré-distorcer
(“pre-warping”) as frequéncias de interesse de tal forma que quando apli-
carmos a transformacdo bilinear, elas serdo resposicionadas corretamente,
garantindo assim que as propriedades do sistema analégicos sejam correta-
mente transcritas para as propriedades do sistema discreto.

Assim, usando a Equacao 8.17, calculamos qual a frequéncia analégica
distorcida (£2.) para a frequéncia digital (operando em frequéncia de amos-
tragem 1/T") desejada (w.), ou seja:

Q. = % tan(w./2)
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Distorcao de frequéncia

Considere um projeto de filtro passa-baixa, com frequéncia de corte em
3KHz, operando em dados amostrados a 20KHz. Para garantir que o
projeto do filtro digital tenha corte na frequéncia do projeto quando
usamos a transformacdo bilinear na conversdo do projeto da versao
analégica do filtro, aplicamos a Equagao 8.17.
Assim, a frequéncia digital para o corte é:
3000

= 2 _— =
= 2T o0000 — 0BT

E a frequéncia de corte distorcida para o projeto sera:

2
Q= ————tan(0,37/2) = 20381,01rad
Ou 3243,74Hz. Esta deve ser a frequéncia para efeitos de projeto

quando usamos a transformacao bilinear, de tal forma que a frequéncia
de corte do filtro digital seja 3KHz.

\ 7

8.3 Filtros analégicos IIR classicos

Como ja mencionamos antes, podemos construir filtros digitais convertendo
filtros analdgicos ja projetados. Isso é ttil pois podemos nos valer do co-
nhecimento existente sobre as caracteristicas de tais filtros. Nessa se¢ao
apresentaremos os trés (ou quatro, dependendo de como se deseja classifica-
los) tipos de filtros analégicos. Eles distinguem-se, fundamentalmente, em
relagdo a presenca ou nao de “ripple” nas bandas passantes e de rejeicao.

A andlise aprofundada desses tipos de filtros nao é objetivo dessa apos-
tila. Focaremos na conversao dos mesmos para a sua versao discreta.

Os filtros apresentados serdo todos passa-baixa. Veremos posteriormente
como efetuar a conversao desse tipo de filtro para um filtro passa-alta, passa-
banda e rejeita-banda. A literatura geralmente apresenta filtros normaliza-
dos passa-baixa, que sao filtros cuja frequéncia de corte é 2. = 1, sendo
posteriormente convertidos para outras frequéncias de corte ou outro dos
filtros citados. Assim, o prioritario é definir um filtro passa-baixa com ca-
racteristicas desejadas e converté-lo para outra frequéncia de corte ou para
outro tipo de filtro.

Notaremos que as defini¢oes dos filtros sao feitas em termos de aproxi-
magoes analiticas da magnitude quadratica do filtro. O uso de uma apro-
ximagao analitica (equacdo) facilita manipulagoes algébricas para encontrar
parametros do filtro que atendam as especificagées do projetista.

Outra motivacdo, mais pratica, é que definimos poténcia ou energia do
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sinal, o que facilita o uso das aproximagoes da magnitude quadratica. Defi-
niremos:

’Ha(]Q)‘Q = [Ha(s)Ha(_s)]s=]Q
pois se H,(92) = R{H,()Q)} + sS{H.(s2)}, entao:

2
|Ha(J)]” = (%{Ha(JQ)})Z + (%{Ha(]g)})2
= (R{Ha(592) + 13{Ha(s2)) (R{Ha (5) } — JR{Ha(52)})
— [Ha()Ha(~5)],_0
Reforgando: o termo IIR desta secao refere-se ao fato de que os filtros
apresentados sdo recursivos, pois sua definicio no dominio de Laplace é
feita por fungdes racionais (ou razao entre polinémios em s). O termo IIR
(resposta ao impulso infinita ou “infinite impulse response”) vem do fato
que que a presenca de um polindmio no denominador - como vimos - resulta
em uma resposta ao impulso de duragao infinita, dai o nome.
Matematicamente temos:

M
o > k=0 cp s
Hals) = TN
2i=0 dis
que resulta, apds a transformacao adequada para sua versao digital:

o Zﬂio apz~Fk

H(Z) - N771

Dm0 Wz

Note que se assume, nas defini¢bes acima, que N > M, como vimos
anteriormente.

8.3.1 Filtro Butterworth

A obtencao da representacio analitica da magnitude quadratica desse filtro
¢é feita a partir de uma aproximacgao por séries de Taylor da resposta dese-
jada, avaliando tal expansdo em uma unica frequéncia (para um passa-baixa,
ao redor de 2 = 0). Com isso, tem-se um filtro que é maximamente “flat”
nas bandas de passagem e de rejei¢do. Isso significa que a magnitude do
filtro nessas bandas ndo apresenta qualquer oscilagdo (“ripple”). Matemati-
camente temos sua magnitude quadratica definida por:

! (8.18)
a \2N :
L+ ()
para um filtro passa-baixa de ordem N, com corte em ().
Graficamente temos:

’Ha(]Q)‘z =



160

Figura 8.6: Comportamento de um filtro passa-baixa de Butterworth

Podemos perceber que o filtro é monotonicamente decrescente (se fosse
um passa-alta, seria monotonicamente crescente). Também fica evidente

que em €2 = Q. o filtro atenua o sinal de entrada em meia poténcia. Como
o aumento de N, temos:

e Reduzimos a zona de transicdo, tornando a queda mais abrupta;
e A banda de passagem apresenta magnitude mais préxima da unidade;

e A banda de rejeigdo apresenta magnitude mais proxima de zero (ou
—oodB).

Considerando, naturalmente, que

- 1 ()
[Ha(s) - Ho(—5)]4— )0 = o (fzc)w ~ 2N 4 ()2

a posicao dos polos de |Hy(s)|* sera:

1
sp = (—1)28 (92) (8.19)
Ou mais precisamente (lembrando que —1 = /2*=D7 para k € 7Z):
—1(2k—1)7

Sp, = JQe€” 2N, 0<k<2N -1 (8.20)

Geometricamente no plano s, estao dispostos de maneira equidistante
em um circulo de raio 2., como mostra a figura 8.7.
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Parte Imaginaria (Q)

-1 1
Parte Real (o)

Figura 8.7: Disposicao dos polos em um filtro Butterworth com N = 3 e
Q.=0.8.

Para que seja um filtro analégico (sistema) estdvel, devemos assumir que
os polos a esquerda do eixo das ordenadas (eixo imaginario) pertencem a
H,(s) enquanto que os polos a direita pertencem ao seu conjugado H(s).
Cabe lembrar que todos os zeros localizam-se no infinito.

( )

Exemplo de projeto de filtro

Projetaremos um filtro digital passa-baixa do tipo Butterworth com
méximo de —1dB de atenuagdo na banda passante (até 0,27rad/s) e
minimo de —15dB de atenuac¢do na banda de rejeicio (a partir de
0,37rad/s - até, naturalmente, mrad/s). As frequéncias especificadas
estdo normalizadas, ou seja, assumimos T (periodo de amostragem)
=1.

Matematicamente, estamos considerando:

101og,o (| Hqa(70,27)]?) > —1
101og,o(|Ha(70,37)%) < =15

O equacionamento das restrigoes do filtro sempre sera feito dessa
maneira (independe do tipo de filtro passa-baixa usado). Note que
nada foi dito sobre a banda de transicdo. Fica a critério do projetista e
depende do tipo de formulacao para H,()€2): no caso, como usaremos
a formulacdo de Butterworth, sabemos que a transicdo serd monoto-
nica sempre. Outras formulacdes podem exigir alguma descricdo do
comportamento dessa banda.

Agora, podemos substituimos a definicdo do filtro de Butterworth




162

(Equacao 8.18 nas inequagoes), ou seja:

0,27\ 2N
1 ’ =10%*
() =

0,37\ 2V 15
1 ’ = 10"
(o) =

Note que substituimos a inequagao por equagoes, pois nos interessa
saber qual valor de N e ). atinge os limites impostos pelas inequacoes
originais. Resolvendo as equagoes, obtemos N = 5,8858 e €. = 0,70474.

Lembrando que néo existe ordem nao inteira, temos que arredondéa-
la para N = 6. Fazendo isso, temos que redefinir o valor de €.. Se
substituirmos N = 6 na primeira equagao, obtemos 2. = 0,7032. Isso
significa que a primeira equacgao serd estritamente obedecida, enquanto
que relaxamos a segunda.

Na prética estaremos excedendo a especificacdo da banda de rejeicao
(basta substituir tais valores - N e ). para confirmacdo). A escolha do
relaxamento fica a critério do projetista.

Para encontrar H,(yQ2), retornamos a definigdo dos seus pdlos que,
para a especificacdo, sdo assim definidos:

sp = (—1)12(70,7032)

Como sabemos que os pélos sdo dispostos de modo equidistante no
circulo de raio 0,7032, e que a metade dos pdlos posicionadas a esquerda
do eixo imagindrio pertencem efetivamente & H,(y2), temos:

Sp1 o = —0,1820 £ 70,6792
Spyq = —0,4972 £ 50,4972
Sps¢ = —0,6792 & 70,1820

0,12093

(s2 + 0,3640s + 0.4945) (s + 0.99455 + 0.4945)
1

X
(s? + 1.35855 + 0.4945)

H,(s) =

Agora iniciamos o processo de conversao de H,(s) em H(z). Pelo
método da invariancia ao impulso e como todos os pélos do sistema ana-
logicos sao distintos, basta aplicar o mapeamento descrito pela Equacao
8.11:
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onde Ay sdo os residuos associados aos pélos s, de H,(s), temos
finalmente:

B 0,2871 — 0,44662 " —2,1428 — 1,14542 71
1—-1,2971271 40,6949z 2 tic 1,0691z~1 + 0,369922
1,8558 — 0,63042 1
1—0,99722~1 4 0,25702—2

H(z)

Para projetarmos o mesmo filtro usando a transformacao bilinear,
é necessario reescalonar as frequéncias de projeto - “pre-warping” para
evitar que as distor¢bes das componentes alta-frequéncia do método
estraguem o projeto.

Assim, as novas inequagoes do projeto sao:

1010g,(|Ha (52 tan(0,27/2))*) > —1
101og;o(|Ha (52 tan(0,27/2))?) < —15

Quando aplicamos a definicio de |Hy(5Q)[* de Butterworth, temos:

N
- <2tané0,17r)> 100

1 2N
1+ <2tang), 5#)) _ 1015

Manipulando algébricamente as duas equagoes, temos:

 Tlogyo (1015 = 1)/(10% — 1)]
2 logy [tan(0.157) / tan(0.17)]

= 5,3047

Arredondando N (N = 6) e relaxando 2. na segunda equagao,
temos 2. = 0,7662.

Obtendo os polos a partir da divisdo equidistante do circulo de raio
0,7662, temos o sistema representativo do filtro descrito por:

0,20238

(s2+ 0,3965 + 0.5871)(s2 + 1.083s + 0.5871)
1

X
(s2 + 1.4802s + 0.5871)

Aplicando o mapeamento da transformacao bilinear (Equagao 8.16),
temos:

H,(s) =
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H(z) = 0,0007378(1 4 z71)¢
= (1 - 1,268621 + 0.70512-2)(1 — 1,01062—" + 0.358322)
1
“ 1= 0,90442-1 1 0.21552-2)

8.3.2 Filtro Chebyshev tipo I

O filtro de Chebyshev é baseado minimizagao da maxima diferenga absoluta
entre um modelo racional do filtro e a resposta desejada em toda a banda.
Esse erro a ser minimizado é chamado erro de Chebyshev.

Se considerarmos uma minimizagdo do erro de Chebyshev apenas na
banda passante e uma aproximagao de Taylor na banda de rejei¢ao (em torno
de 2 = 00), o resultado seréd a seguinte equagdo da magnitude quadratica:

1
1 [con ()]

para um filtro passa-baixa de ordem N, com corte em .. O valor € é
um parametro de controle que se relaciona com d; apresentado na Inequagéo
8.2 através da expressao:

|Ha ()1 = (8.21)

1
V1 + €2

Este parametro é usado como referéncia para a minimizagao do erro de
Chebyshev.

A fungdo Cn(Q2) é chamada de polindmio de Chebyshev e é usada em
teoria de aproximagdo. Apesar de ser um polinémio de ordem N, é melhor
definida em termos trigonométricos:

1- 0y =

Cn () = cos(N cos™1()) (8.22)

Tal polindémio é uma fungao de valor real (o que garante que a magnitude
quadrética da Equagdo 8.21 também seja). Tal relacdo é recursiva, ou seja:

Co(Q) =1
C1(Q) = Q
On41(Q) = 200N (Q) — Cn_1(Q)

Por exemplo:
Ca(Q) =202 -1
C3(Q) = 403 — 3Q
Ci(Q) =801 —80% +1
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Graficamente, o filtro de Chebyshev tipo I (descrito pela Equacao 8.21)
tem o seguinte comportamento:

0.9 B

H_ Gl

Figura 8.8: Comportamento de um filtro passa-baixa Chebyshev tipo 1

Note a presenca de “ripple” na banda passante e o comportamento mo-
notonicamente decrescente a banda de rejeicdo: Isso deriva naturalmente
do comportamento de Cy para —1 < (©2/€.) < +1 é cossenoidal, variando
assim entre 0 e 1. Para valores de (£2/€.) fora desse intervalo, o comporta-
mento passa a ser hiperbélico, pois cos™!(£2/€).) passa ser imaginario. Tal
comportamento faz com que o filtro resultante seja oscilante (“equi-ripple”)
na banda de passagem e monotonicamente decrescente na banda de rejeigao.

Também observe que para § = €., o filtro apresenta atenuacio de 1—d2.

A distribuicdo dos pdlos é obtida de modo anélogo ao desenvolvido na
Secao 8.3.1. A posicio dos pdlos é obtida a partir de:

s J
-4/
Cn (]Qc> €

Manipulando algebricamente essa expressao, temos:

Sp, = Qe {— sinh(vp) sin (M)]

2N

90, {-1- cosh(vg) cos <(2k2—|]_\71)7r)]’

0<k<2N-1 (8.23)

com

sinh~! (%)

N

Vg =
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Geometricamente no plano s, estdo dispostos de maneira equidistante
em uma elipse como mostra a figura 8.9.

® %
® *
g
8
@
£
= ® ®
E
Q
h =
©
o
x *®
x %
-1
-1 1
Parte Real (o)

Figura 8.9: Disposicao dos pélos em um filtro Chebyshev tipo I com N = 5,
Q. = 0.8 e ¢ = +/0.1. Zeros localizados no infinito.

Os raios menor (a) e maior (b) sao definidos por:

a=ec 41462

o= % (al/N _ a—l/N)

b= % (al/N—l—ofl/N)

8.3.3 Filtro Chebyshev tipo 11

Também chamado de filtro inverso de Chebyshev, considera uma aproxima-
¢ao de Taylor na banda passante (em torno de 2 = 0) e uma minimizacao
do erro de Chebyshev apenas na banda de rejeicdo. Disso resulta a seguinte
equacao da magnitude quadratica:

e
oy @] 1 o ()]

Graficamente, o comportamento da magnitude quadratica desse filtro
passa-baixa é:

|Ha () = (8.24)
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Figura 8.10: Comportamento de um filtro passa-baixa Chebyshev tipo II

A magnitude quadratica desse filtro apresenta comportamento invertido
aquele encontrado no filtro Chebyshev tipo I. Diferente daquele filtro, o

filtro inverso de Chebyshev possui zeros localizados em regido ndo-infinita
do plano s, e que sdo encontrados a partir de:

AN
CN(JQ)_O

Sk = cos((;kH)”) (8.25)

o que implica em:

2N

Ja os pélos estao localizados exatamente no reciproco daqueles pélos do
filtro Chebyshev tipo II. Apesar da facilidade de localizagao desses pdlos, eles

ndo apresentam uma forma circular onde estariam dispostos, como mostra
a Figura 8.11.
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Figura 8.11: Disposi¢do dos polos e zeros em um filtro Chebyshev tipo 11
com N =6, 2. = 0.8 e e = v/0.1. Cada zero tem multiplicidade 2.

Observacao: quando N é impar, aparecerdao dois zeros localizados em
oo. O sistema final, que compoe a definicdo do filtro, possui todos os ze-
ros distintos mas com multiplicidade unitéaria (ao invés de multiplicidade 2,
como mostrado na Figura 8.11. Para os polos, usamos aqueles localizados a
esquerda do eixo imaginario.

8.3.4 Filtro Eliptico

Finalmente se desejamos um comportamento “equi-ripple” tanto na banda

passante quando na banda de rejeicao, podemos usar o filtro Eliptico, cuja

descrigao da magnitude quadrética (como nos demais filtros, fungéo continua
de valores reais):

9 1
|Ha(59)|" = AN (8.26)
L+ |G (%))
onde Gn(€2) é uma funcao eliptica de ordem N (também chamada de

funcao eliptica jacobiana).
Graficamente, seu comportamento é:
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Figura 8.12: Comportamento de um filtro passa-baixa Eliptico

O filtro Eliptico baseia-se entdo na minimizacido do erro de Chebyshev
nas bandas de passagem e rejeicdo. Nao apresentaremos as dedugoes para tal
filtro, pois sua manipulacdo matematica estd além do escopo dessa apostila.

8.3.5 Comparativo

Quando comparamos os filtros classicos IIR apresentados, notaremos que
para uma dada especificacdo, a ordem do filtro Eliptico sera sempre menor
do que a ordem do filtro de Chebyshev, que serd menor do que a ordem do
filtro de Butterworth.

Isso ocorre pela aproximacao do erro de Chebyshev realizada tanto na
banda passante quando na banda de rejeicdo para o filtro Eliptico. Filtros
monotonicos ou com regioes de monotonicidade sempre exigirdo ordens mais
elevadas para tornar a transicdo entre regides passante e de rejeicdo mais
abrupta.

8.4 Conversoes em frequéncia de filtros

Até agora analisamos filtros do tipo passa-baixa. Isso ocorre porque pode-
mos converté-lo algebricamente em filtros do tipo passa-alta, passa-banda
e rejeita-banda. Mais ainda, podemos definir um filtro protétipo digital do
tipo passa-baixa (para uma determinada ordem N) com uma frequéncia de
corte w, = 7/2 e maped-la em filtros passa-baixa em outra frequéncia de
corte.

O ponto importante é que ndo conseguimos alterar a ordem do filtro por
transformagao algébrica. Tal alteracio exige novo projeto do filtro prototipo
analégico e sua aproximacao para filtro digital.
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Considere um filtro protétipo passa-baixa definido por H;(z). Desejamos
transforma-lo em outro filtro Hy(Z). Note que procuramos um mapeamento
algébrico tal que z <+ Z.

Como as fungbes racionais que definem os filtros sdo descritas em termos
de 27! e, naturalmente, Z~!, definiremos o mapeamento entre tais varidveis
por:

=Gz
7= (8.27)

de tal forma que:

Hy(Z) = Hi(z)

n()

(e

Como lidamos com fungoes racionais, queremos que a fungdo de mapea-
mento também seja racional, o que implica

Hy(2) = H (G1(27)) (8.28)
Além desse requisito, é necessario que os todos pélos de H;(z), internos
ao circulo unitario |z|] = 1 (e por, Hi(z) é estével), sejam mapeados no
interior do circulo unitério |Z| = 1 para Hy(Z).
Ou seja
t=qg(z™h
e—]@ — ’G (e—]w)‘ 634(6_7“)
Tal relacao é valida se
Ge™) =1
|G ()] . (8.29)
6=—2(e)

Note que essa transformagao é equivalente a um filtro passa-tudo (Equa-
¢do 6.5), uma vez que realizamos apenas modificagoes de fase mantendo os
ganhos e atenuagoes definidos no projeto do filtro digital protétipo passa-
baixa.

Assim, as func¢des de mapeamento devem ser da forma:

P -1 _ o
G(z7) = :I:lfl;ll <1Z—Osz_k1> (8.30)

onde |ag| < 1 para garantir estabilidade e P é a quantidade de transfor-
magoes desejadas.
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A ordem P depende da quantidade de transformagoes para obter o fil-
tro desejado: por exemplo, para obtermos um filtro passa-banda, devemos
pensar que o mesmo pode ser entendido como uma operacao de filtragem
passa-baixa e passa-alta sobre o sinal. Logo precisamos transformar o filtro
prototipo em filtro passa-baixa e em filtro passa-alta para assim obter o
efeito desejado (P = 2).

As transformacoes do filtro digital protétipo passa-baixa, com frequéncia
de corte em 6, sdo:

e Passa-baixa com frequéncia de corte em wy:

Op+wp

)
E B Sy =)

(8.31)

e Passa-alta com frequéncia de corte em wy:

B 7-1 _ cos (OPJMP)
21:_<1—az—al>’ a:cos(epzwp) (8.32)

e Passa-banda com frequéncias de corte em wy e wy (w1 < ws)
-2 2ak 1 (k=1
L () (1)
2 _ [ 20k 1
(k1) 72— (f5) 21+ 1 (8.33)

w2twy _
0= PCED ko (25 ) (%)
cos (£251) 2 2

z

e Rejeita-banda com frequéncias de corte em wy e we (w1 < w2)
-2 20k
L7 (B2 (1)
2 _ [ 2ak 1
(358) 22 - () 21+ 0 (8.34)

watwi -
o= 2 ) ( 2 ) k = cot (wQ wl) tan (@,)
cos (#2541) 2 2

2

Assim, essas transformactes exigem apenas manipulagao algébrica da
fungdo racional H;(z), substituindo a variavel 2~ pelo fun¢do racional de
transformacao desejada.

8.5 Filtros FIR

Os filtros FIR sao filtros de resposta finita (“finite impulse response”). Isso
significa que o comprimento de sua resposta ao impulso é finita. Assim,
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podemos empregar a Transformada Direta de Fourier (DFT, na Segao 7, ou
sua implementagao eficiente FFT) para determinagao dos seus coeficientes
a partir da especificagdo do filtro.

Outra vantagem desses filtros é que os mesmos podem apresentar fase
linear (o que é impossivel para filtros IIR). A fase linear aparece quando héd
padroes simétricos dos coeficientes de h[n].

Assim, para um filtro FIR, cuja transformada Z é dada por:

N-1
H(z)=> h[n]z™" (8.35)
n=0
N-1
H(e™) =Y hlne " (8.36)
n=0

onde N ¢é a ordem do filtro e, naturalmente, o seu comprimento.
Para filtros FIR, sempre teremos N — 1 zeros e N — 1 pélos situados em
z=0.

8.5.1 Fase linear

Filtros com fase linear garantem que nao haja distorcdo de fase devido ao
deslocamento temporal das diversas componentes espectrais do sinal de en-
trada, pois todas essas componentes espectrais sdo atrasadas (no tempo)
pela mesma quantidade de tempo.

No caso de filtros do tipo FIR, é possivel definir rela¢ées envolvendo
h[n] que gerem filtros com fase linear. Considere a resposta em frequéncia

do filtro:
H(e") = R(w) + I (w)
= A(w)e?™)

onde:

Trabalhar com M (w) e 6(w) nao é ficil, pois a primeira ndo é uma funcao
real analitica (ver Segdo 5) e f(w) ndo é continua. Um meio de contornar
isso, é usar fungoes andlogas que mantem relacdo com estas. Assim, temos:

[Ac(w)| = A(w)

0.(w) = versao continua de 0(w)
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Para que o filtro tenha fase linear, é necessario que .(w) seja generica-
mente definido por:

O.(w) = K1 + Kow (8.37)
Isso significa que

H(e™) = Ac(w)eec(‘”)

_ A ()elFr K (838)

Reescrevendo a equacao 8.36, temos:

N-1
H(e™) = e M 37 pn)er -

n=0

= e M fpfo]erM 4+ 1] MV 4 4 R[N — 1] M NHDY

Se definirmos o valor M como sendo a metade de N, temos:

=Nt
2
M=N-M-1
Temos:

H(e™) = e M {(n[0] + R[N — 1]) cos(wM)+
J(h[0] = R[N — 1]) sen(wM )+
(h[1] + h[N — 2]) cos(w(M — 1))+ (8.39)
J(h[1] = R[N — 2]) sen(w(M — 1))+

Note que dependendo dos valores de h[n], o termo entre chaves na equa-
¢ao 8.39 pode ser puramente real ou imaginario. Para que tal definicdo de
filtro FIR tenha fase linear (ou seja, as equagoes 8.39 e 8.38 sejam iguais e,
consequentemente, A.(w) € R) temos algumas situagoes:

Caso 1: Se K7 = 0 (naturalmente Ko = M) e N é par, temos:

N/2-1
H(e™) = { Z 2h[n] cos(w(M — n))} oM
n=0

= Ac(w)e M

pois,
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hin] = [N —n — 1] (8.40)

é um caso de simetria par de h[n] (em torno de M = Y1),

2
Caso 2: Se K1 =0 e N é impar, temos:

H(e™) = { Z 2h[n] cos(w(M —n)) + h[M]} e~ M

= Ac(w)e M
Caso 3: Se K1 = § e N é par, temos:

N/2-1
H(e) { Z 2h[n] sen(w n))}e_JWM
= jAc(w)e_]“’M

pois,

h[n] = —h[N —n — 1] (8.41)

é um caso de simetria impar de h[n] (em torno de M = ==).
Caso 4: Se K1 = § e N ¢é impar, temos:

H(e™) = { Z 2h[n] sen(w n))} e M

= jAC(w)e JM

Sinteticamente temos as defini¢oes de A.(w) para os filtros de fase linear:

Tipo 1: A.( Z 2h[n] cos(w(M — n)) + h[M] (8.42)
N/2-1

Tipo 2: A.(w) = Z 2h[n] cos(w(M —n)) (8.43)
n=0

Tipo 3: A.( Z 2h[n]sen(w(M —n)) (8.44)
N/2—-1

Tipo 4: A.( Z 2h[n]sen(w(M —n)) (8.45)

A tabela 8.1 mostra relacoes espectrais que podemos sobre filtros que
possuem fase linear (lembrando que o termo e M de H(e™) representa
apenas um atraso de M amostras no dominio do tempo. As relagoes na-
quela tabela sdo obtidas diretamente das expressoes A.(w) apresentadas nos
paragrafos anteriores.
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Cabe reforcar um aspecto importante: quando N é impar, isso implica
em M nao ser inteiro. Logo deslocamentos temporais envolvendo M amos-
tras nao sao possiveis. Para produzir tais deslocamentos, é necessario ope-
ragoes auxiliares, como aplicar operagoes simétricas de escala temporal (“es
ticasse” e “comprimisse” a sequéncia por um fator de 2).

Tipo Caracteristica
Relagao Significado

Ac(w) = Ac(—w) Ac(w) é par em relagdo a w =0

1 Ac(m+w) = Ao(m — w) Ac(w) é par em relac@o a w =7
c(w+2m) = A (w) Ac(w) é periédico, com periodo 27

Ac(w) = Ac(—w) Ac(w) é par em relagdo a w =0
2 Ar+w)=—-A(r—w) A (w) éimpar em relagio a w =7
Ac(w+4m) = Ac(w) Ac(w) é periddico, com periodo 4

Ac(w) = —Ac(—w Ac(w) é impar em relagdo a w =0
3 Adr+w)=—-A/rm —w) Ai(w) éimpar em relacio a w =7
Ac(w+2m) = Ac(w) Ac(w) é periédico, com periodo 27
(W) =—-A.(~w Ac(w) é impar em relagdo a w =0

4 Ac(m 4+ w) = Ae(m — w) c(w) é par em relacio a w =7
Ac(w+4m) = Ac(w) Ac(w) é periddico, com periodo 47

Tabela 8.1: Caracteristicas de A.(w) para filtros de fase linear

8.5.2 FIR por amostragem em frequéncia

Uma alternativa para obter a resposta ao impulso h[n] de um filtro FIR
é observar a equagdo 8.36. Escolhendo L (L > N) amostras igualmente
espacadas de H(e™) podemos calcular h[n] (0 < n < N) por transformada
inversa discreta de Fourier, ou seja:

W) = Fob{ XK} = FoHX(eE)),  0<k<L  (846)

Para L > N, h[n| naturalmente conterd L-N zeros no seu final, uma vez
que estamos suavizando a descrigao de H (e/).

E importante lembrar que esse processo de amostragem nio garante a
obtencao de filtros com fase linear, uma vez que ndo ha qualquer restri-
¢do imposta a hln] ou H(e’) na equacao 8.46. Entretanto, podemos usar
as defini¢oes de A.(w) (equagdes 8.42, 8.43, 8.44 e 8.45) para determinar
h[n]. Usando tais equagoes, podemos montar sistemas de equagdes lineares
relacionando A.w = A 27wk/L com h|n].
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8.5.3 FIR por janela

Outro método de projetar um filtro FIR é usar um filtro de resposta infinita
hq[n] - obtido a partir de uma resposta em frequéncia desejada (Hy(e’)) - e
truncé-lo mantendo suas primeiras N amostras. Assim, a versdo aproximada
do filtro (h[n]) apresenta duragao finita.

Matematicamente isso significa que:

h[n] = hq[n]w[n] (8.47)

onde w[n] é uma seguéncia conhecida por janela. A truncagem mais
simples, que representa a manutencao de uma quantidade finita (N) de
amostras de hg[n] é definida como janela retangular, ou seja:

1, 0<n<N-1
wln] =
0, c.c.

No dominio espectral, a equacao 8.47 é representada por uma convolucéo
periédica (3.30), ou seja:

1 [*7

H(e") = —

(€)= o

e, para a janela retangular,

Hy(e?)Hy(e?“=9)do

—T

N—-1
) = § gmn — (V1)) SR (@N/2)
Wi n;)e ‘ sen(w/2)

Algumas propriedades espectrais desse truncamento podem ser vistas na
figura abaixo:

£ W(
°

Figura 8.13: Magnitude e fase de janela retangular (N =8 e N = 24)

Note que a largura do primeiro lébulo é 47 /N (considerando a simetria
existente para a curva de magnitude). Assim, com o aumento de N, a largura
de banda nula é reduzida (grandezas inversamente proporcionais). Percebe-
se também que o aumento de N praticamente nao influencia a amplitude
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dos 16bulos secundérios (esses l6bulos secundérios serdo responsaveis pela
capacidade de atenuacao do filtro enjanelado, algo que veremos na sequén-
cia).

Graficamente isso significa que o filtro efetivo torna-se uma aproximacao
do filtro ideal conforme mostra a figura abaixo:

1.4 T T T T T T 12

—W
12 /\
1
0.8 \

06 “

d

04 \

0.2
0
-0.2

-0.4 -0.2

Figura 8.14: Efeito da aplicagdo de janela retangular (W (e?), com N = 32)
sobre filtro ideal (Hg(e)

H4 diferentes formas de gerar hg[n]. Uma delas é obter a resposta ao
impulso de um filtro ideal. Para exemplificar, considere o filtro ideal do tipo
passa-baixa, com frequéncia de corte digital igual a w,.. Isso significa:

1, lw| < we
0, we < |w| <

Hy(e™) = {

Calculando sua resposta ao impulso por sua Transformada Inversa dis-
creta de Fourier (Equagao 3.7), obtemos (ver equagao 3.10):
sen(wen)

haln) = FTph {Ha(e™)} = 22

Além de hg[n] ser nao causal, apresenta duragao infinita. Como efetuare-
mos um truncamento de N amostras sobre hg[n], vamos considerar a versao
atrasada do filtro hg_[n], que se tornard causal apés a aplicacao da janela,
ou seja:

ha.[n] = haln — (N —1)/2]

onde N é um nuimero impar.
Para N par, o atraso passa a ser ndo inteiro. Logo, a alternativa é
calcular hg,[n] diretamente de hg[n], ou seja:

senfw.(n — (N —1)/2)]
m(n— (N —-1)/2)

ha.[n] =
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Como ja sabemos, tal atraso de (N —1)/2 amostras produzird uma distor-
¢ao de fase linear. Aplicando uma janela para truncar esse filtro de duragao
infinita através da equacdo 8.47, obtemos h[n|. A tabela 8.2 mostra um
conjunto de janelas. A geracao destas janelas é baseada na maximizacao da
diferencga entre as amplitude do 16bulo primério e do 16bulo secundérios. Ou-
tras estratégias podem ser usadas para definir w[n| que manipule a larguda
de banda nula do l6bulo principal, e as amplitudes dos lobulos.

’ Tipo ‘ Equacionamento ‘
Retangular wln] =1, 0<n<N-1
2n N-—1
2 0<n< N1
Triangular wn] = {N v len - 2
2=~ T3osnsN-d
2
Hanning wln] =0,5 {1 — cos (an1>J , 0<n<N-1
2mn
] wln] = 0,54 — 0,46 cos < > ,
Hamming N -1
0<n<N-1
2mn dmn
=0,42 — 0,5 cos 0,08 cos ,
Blackman win) (N - 1) * (N - 1>
0<n<N-1

Tabela 8.2: Tipos de janela

Usando o filtro atrasado ideal hg, [n], podemos comparar os efeitos das
janelas sobre os l6bulos principal e secundario. Na figura abaixo é possivel
notar que as janelas nao-retangulares apresentam maior largura de banda
do 16bulo principal. Em contraponto a isso, a magnitude dos 16bulos laterais
¢é significativamente menor. Tais diferencas sdo sumarizadas na tabela 8.3.

O retangular retangular
triangular [{

—o triangular 201 )
—© Hanning \
—© Hammin 10

|W(e')] em dB
oL

TTTH

40 50 0

Figura 8.15: Comparagcao entre janelas de truncamento (N = 51): Descricao
temporal (w[n] e espectral W (e?))

Para facilitar a compreensao do efeito dessas janelas no truncamento, a
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Diferenca  entre

. amplitudes  dos | Largura de banda A.tenuagao m
Tipo . o . nima na banda de
l6bulos principal | principal rejeigio (dB)
e secundério (dB) Iels
A
Ret 1 -13 — -21
etangular ~
RY
Tri 1 -25 — -25
iangular N
3T
Hanni -31 — -44
anning N
8T
H i -41 — -53
amming N
127
Black -57 —_— -74
ackman ~

Tabela 8.3: Caracteristicas espectrais das janelas

figura abaixo trés o resultado da aplicagao dessas janelas (descritas na tabela
8.2) na equagao 8.47. Considera-se aqui que hg[n] foi obtido por Transfor-
mada Inversa discreta de Fourier de um filtro passa-baixa ideal (Equacao
3.10), como visto no inicio desta secao.

Primeiramente devemos notar a inclinagao dos filtros no ponto w = /2.
A janela retangular tem transicio mais abrupta devido a sua largura de
banda (do l6bulo principal) ser mais estreita. Entretanto, a atenuagéo pro-
duzida pelo filtro com janela de Blackman, por exemplo, é mais acentuada
na banda de rejeicao.

retangular
triangular 0
Hanning
Hamming -10
Blackman

retangular
triangular [{
Hanning
Hamming [{
Blackman

HE)

o o

5 4 -
|
|
J
|
|

HE)l

3 8 8

\‘ I Il

i

Figura 8.16: Filtro FIR passa-baixa (w, = 7/2) modelado a partir de janelas
de truncamento

Quando analisamos as janelas de Hanning e de Hamming (cujas sequén-
cias w[n] sdo muito similares), notamos que essa leve diferencga na sua defi-
nicdo fez com que a atenuacdo na banda de rejeicdo seja maior na janela de
Hanning. A janela de Hamming é construida de tal forma que a amplitude
do l6bulo lateral imediatamente vizinho ao l6bulo principal seja significati-
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vamente menor do que os demais.

Basicamente a construcdo das janelas é feita de tal forma a atenuar os
efeitos da truncagem de hg4[n]. Adicionalmente uma ou mais caracteristicas
espectrais sdo idealizadas na definigdo de w(n] (como mostra a construcao
da janela de Hamming).



